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PREFACE. 

Depuis ta premièpe édition de cet oovrage- 
en Ï785 , soùs le nom d.'Essai sur les Mti~ 
chines en générât t ^ en a paru sur toute» 
les parties de la méeaotque , de si beaux 
et de si étendus, qu'à peine doit-il rester' 
quelques souvenirs du- mien. Cependant ,, 
eomme il contenoii quelques idées nou- 
Telles pour Je temps où il a para, et quMt 
est toujours utile d'envisager les vérités 
ibndamentales desseiences sousles divers 
points de vue dont elles s&al susceptibles y, 
«ne nouvelle édition m'a été demandée, et 
plusieurs savans m*ont fortement engagé à 
la donner. Il m'a paru aussi qu'on souhai- 
toit qu'il y fût ajouté^ quelques développe- 
mens qui en rendissent la lecture plus fa- 
cile ; c*est ce que }'ai fait; Ces développe- 
mens ont néeessilé uiv nouvel ordre danrf 
les matières, et rendu Fécrit plusvolumi- 
neux. Comme de ces changemens il ré- 
sulte un ouvrage en quelque sorte tout 
n-OUYeaUjau^mcÛEia pour la £Qime,j['ai éga- 
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Tj PREFACE. 

Içraent adopté un autre titre qui me paroît 
mieux convenir aux généralités dans les- 
quelles je me suis renfermé. 

Quant au fond même , j'ai ajouté peu de 
chose , excepté pour ce qui a rapport au 
fameux principe de la moindre action. 

Maupertuis avoit , comme on le sait , 
donné la première idée de ce principe ^ 
tant pour le cas ou le mouvement change 
par degrés insensibles , que pour celui des 
changemens brusqués. Mais comme il n'a- 
voit , pour ainsi dire , qu'entrevu assez 
vaguement ce principe qu'il avoît tiré des 
causes finales , il ne mit aucune différence 
entre les deux cas dont nous venons de 
parler. 11 y en a cependant une très-grande, 
et pour appliquer le principe de la moindre 
action à chacun d'eux , en donnant à son 
énoncé la clarté nécessaire et la précision 
mathématique , il faut en faire deux propo- 
siiiôns qui n'ont rien de commun , ou 
plutôt il en résulte qu'il y a deux principes 
exacts , mais très-différens l'un de l'autre , 
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PRâPACE. xi} 

^uqnel ïe prùicipe vague de Manpettuis a 
donné lieu» l'un applicable exclusivement 
au cas où le mouveçient change .par degcés 
insensibles , Taulre exclusivement à celui 
du choc des corps, oudjeacbangemens brus- 
ques. 

£ulep, sans renoncer à rexplicalfon mé- 
taphysique tirée des causes finales , sépara 
le premier de ces deux cas du second , 
£t de ce premier cas ime proposkibn rigou- 
reuse , et l'appliqua en particulier à une 
tr.ajpctQire décuite- par ua mobile soumis 
aux.Ioisd&l'attEactioD^a^ataDtnéaiHnoina 
que le principe devoit s'étendre atout sy,s- 
têmedei corps soumis à- de pareilles lois, et 
agissant d'ailleurs les uns sur les autres 
d'une manière. qïielconqtie>soit immédia- 
tement, soitpar des machines. Mais il s'a- 
gissait d'établir. ce fait, elce futLagrange 
qui y parvînt par les. procédés da nouveau 
calcul qu'ils avoit inventé et qu'il- nomma 
calcul des variations. Il prouva, de la.ma-r 
BÎère la plus élégante, que la proposiltoo 
d.'£uler pour le ca^ oùlemouremcat change 
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•viij PREFACE, 

par degrés insensibles, étoit en effet géné- 
rale pour un système quelconque de corps 
soumis aux lois de Fattraction exercée ea 
raison d'une fonction quelconque des dis- 
tances. I16t voir de plus, comment de celte 
proposition on peut, dans chaque cas par- 
ticulier, déduire l'état de mouvement du 
système pour chaque instant Or c'est à 
cette belle proposition qu'on a proprement 
attaché le nom de principe de la moindre 



Pour ce qui regarde l'autre cas, c'est-à- 
dire la> proposition de Maupertuis , en tant • 
qu'elle se rapporte ail choc des corps ou 
changeraens brusques quelconques , je né 
sache pas que personne eût encore essayé 
de l'exprimer d'une manière précise , ni à 
plus forte raison de la démontrer , avant la 
première édition de cet ouvrage. Je crois 
n;iême qu'on l'avoit toujours regardée , au 
moins comme douteuse , et peu digne de 
l'attention des Géomètres, à cau^ du vague 
dans lequel l'auteur l'avoit laissée. Mais il 
est certain qu'on peut faire dispacoître ce 
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PRÉFACE. ix 

vague, et qu*il en résulte un très-beau prin- 
cipe , qui seul et indépendamment de tout 
autre , suffit pour trouver dans tous les cas 
possibles l'état de repos ou de mouvement 
d'un système quelconque de corps , agis- 
sant les uns sur les autres par chocs ou 
changemens brusques , soit immédiate- 
ment, soit par l'entremise des machines. 

Dans cette nouvelle édition , j'ai déve- 
loppé ce que j'avois dit à ce sujet dans la 
première , et j'ai fait voir que ce principe a 
lieu réellement pour les corps doués dp 
divers degrés d'élasticité , aussi bien que 
pour les corps durs. 

Au reste la méthode générale que j'avois 
suivie dans la première édition de cet ou- 
vrage , différoit principalement de celle 
qu'on suit pour l'ordinaire , en ce que je 
rapportois tout à la percussion des corps 
ou changemens brusques , et que je re- 
gardoia la simple pression d'où naissent 
les changemens opérés par degrés insensi- 
bles , comme un cas particulier du problême 
général. En conséquence , ma théorie n» 
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X PRÉFACE. 

put être fondée précisément sur le principe 
des vitesses virtuelles, dontrimportance est 
aujourd'hui si bien connue par l'heureux 
usage qu'en a fait Lagrange dans sa Mé- 
canique , mais qui n'est point applicable 
sans modification au choc des corps. Je par- 
tis donc d'un principe différent, mais qui est 
fort analogue , ou plutôt qui n'étoit que ce 
même principe des vitesses virtuelles étenda 
convenablement ; cette généralisation con- 
sistoit à substituer aux vitesses virtuelles 
qui sont infiniment petites,de3 vitesses finies 
que je uommois géométriques i j 'ai conservé 
cette base dans l'édition présente. Il en ré^ 
suite une sorte de théorie nouvelle sur une 
classe de mouvemens , qui est moins du 
ressort de la mécanique que de celui de la 
géométrie. Ces mouvemens géométriques 
sont ceux que peuvent prendre les diffé- 
rentes parties d'un système de corps, sans 
■se gêner les unes les autres , et qui par 
conséquent ne dépendant point de lîaction 
et de la réaction des corps , mais seule- 
ment des conditions de leurs liaisons , peu- 
vent être déterminés par la seule géoraér 
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PRÉFACE. xj 

trie i et indépendamment des règles de la 
dynamique. 

Il y a deux manières d'envisager la mé- 
canique dans ses principes. La première 
est de la considérer comme la, théorie des 
forces y c'est-à-dire des causes qui impri- 
ment les mouvemens. La seconde est de la 
considérer comme la théorie des mouve" 
menieux-mêmes.Danslepremiercasdonc, 
on établit le raisonnement sur les causes 
quelles qu'elles soient , qui impriment ou 
tendent à imprimer du mouvement aux 
corps , auxquels on les suppose appliquées. 
Dans le second , on regarde le mouvement 
comme déjà imprimé , acquis et résidant 
dans les corps ; et l'on cherche seulement 
quelles sont les lois suivant lesquelles ces 
mouvemens acquis se propagent , se modi- 
fient ou se détruisent dans chaque circons- 
tance. Chacune de ces deux manières d'en- 
visager la mécanique a ses avantages et ses 
inconvéniens. La première est presque gé- 
néralement suivie , comme la plus simple ; 
-mais elle a le désavantage d'être fondée 
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sur une notion métaphysique et obscure 
qui est celle des forces. Car quelle idée 
nette peut présenter à l'esprit en pareille 
matière le nom de cause? il y a tant d'es- 
pèces de causes ! £tque peut-on entendre 
dans le langage précis des mathématiques 
par une ybrcc, c'est-à-dire, par une cause 
double ou triple d'une autre ? On conçoit 
parfaitement en calcul , ce que c'est que 
deux quantités de mouvement qui sont en 
raison donnée; mais qu'est-ce que- le rap- 
port de deux causes dilTérenles? Ces causes, 
sont-elles la volonté ou la constitution phy- 
sique de l'homme ou de l'animal qui par 
son action fait naître le mouvement ? Mais, 
qu'est-ce qu'une volonté double ou triple- 
d'une autre volonté, oa une constitution 
physique capable d'un effet double ou tri- 
ple d'une autre ? La notion du rapport des 
. forces entre elles considérées coaime cau- 
ses f n'est donc pas plus claire que celle de 
ces forces elles-mêmes. 

Si l'on prend le parti de ne point distisf- 
guer la cause de l'effet , c'est-à-dire , siroij 
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PRÉFACE. xiij 

«ntend par le mot force la quantité de mou- 
vement même qu'elle fait naître dans le mo- 
bile auquel elle est appliquée , on devient 
intelligible , mais alors oji revient précisé- 
ment à la seconde manière d'envisager 
la question, c'est-à-dire, qu'alors la mé- 
canique n'est plus autre chose que la ihéo- 
rie^des lois de la communication des mou- 
vemens. Mais tant qij'on regarde ce mot 
cause comme répondant à une idée pre- 
mière , il faut convenir que le vague dont 
on vient de parler subsiste , et qu'alors 
toutes les démonstrations oùle raotforce est 
employé /.portent avec elles un caractère 
d'obscurité absolument inévitable : et voilà 
pourquoi dans ce sens , il ne peut y avoir 
par exentple , suivant moî , aucune démons- 
tration rig)>.ureusel^ parallélogramme des 
fijrces' ;:U .«eiUe-esistence du mot Jbrce 
di^p.s l'énoncé ^e la proposition. rendant 
gettç Kjémpîiatr^tifiD irapfesfiible par la na* 
tare mên^e 4e6 i$%>?es- C'est ta qu'il est loùp 
» >ours,.difc te<gcà»dEuiia-^.cxtrémement 
» difficile dei laisonner sur les premier» 
)) principes de nos connoissances , et que. 
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xiv PREFACE. 

» nous sommes plutôt destinés à nous ser- 
n vjr de nos facultés qu'à en approfondir 
N la nature ». 

Cette obscurité disparoît , comme on le 
vient de dire, dans la seconde maniera 
d'envisager la mécanique , mais il arrive un 
autre inconvénient ; c*est que les principes 
fondamentaux, que dans le[premier cas on 
établit comme axiomes , à la faveur de l'ex- 
pression métaphysique dont on se sert, 
c'est-à-dire, du mot^i) rce, ne sont, dans ce 
second cas , rien moins que des proposi- 
tions évidentes , et que pour les établir, on 
reconnoît bientôt la nécessité de recourir 
à l'expérience. 

Ainsi , par exemple , dans le premier cas » 
an ne fait aucune difficulté de prendre pour 
axiome, qu'une force peut être censée ap- 
pliquée à un point quelconque de sa direct 
tîon 'y mais dans let second-, on ne peut pas 
<iire que leœouvement'd'on toTps existe 
où. ce corps n'^existe pas lui-memé. Dans le 
premier cas, une fois qu'on a passé suf 
l'obscurité de la notion du mot force, joa 
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conçoit ce que c'est que plusieurs forces 
appliquées à un même point suivant diffé- 
rentes directions jdans le second , on ne 
sauroit concevoir ce que c'est que des quan- 
tités de mouvement dirigées en différena 
sens , et cependant coexistantes dans un 
même corps j puisque ce corps ne peut 
fillerpar plusieurs chemins à la fois ; on ne 
peut donc considérer ces différens mouve- 
znens , que dans des corps différens eux- 
mêmes , qui par leur choc sont forcés d'en 
changer ; et c'est la loi de ces changemens 
qu'il faut trouver. 

Dans le premier cas , une fois la notion 
des forces admise , il est facile d'établir les 
lois de la statique , et de-là , on passe aisé- 
ment par le principe de Jacques Bernouilli 
et d'Âlembert aux lois du mouvement ; 
dans le second , au contraire , on est forcé 
de commencer par la dynamique , et de ne 
considérer la statique que comme un cas 
particulier des principes généraux j celu^ 
iOÙ tous les mouvemens le détruisent. 

l-a première méthode offre donc beau- 
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coup plus de facilité ; aussi est-elle f comme 
je l'ai observé ci-dessus , presque généra- 
lement suivie. Cepeadant j'ai adopté ici 
la seconde comme je Pavois déjà fait dana 
Ja première édition ; parce que j'ai voulu 
éviter la notion métaphysique des forces , 
ne pas distinguer la cause de l'effet , en un 
jaot, tout ramener à la seule théorie de la. 
communication des mouvemens. 

En suivant cette marche , on reconnoît 
bientôt , comme je l'ai dit ci - dessus » 
la nécessité de recourir à l'expérience, 
et c'est ce que j'ai fait , sans négliger 
néanmoins de m'appuyer sur les raison- 
nemens qui peuvent la confirmer de la 
manière la plus plausible, ou servir à en 
généraliser les résultats par induction. J'ai 
même employé quelquefois le nom de force 
dans l'acception vague dont j*ai parlé ci- 
dessus ; j'ai f par exemple , donné une dé- 
monstration du principe des vitesses vir- 
tuelles qui pourroit passer pour exacte , si 
cette notion des forces étoit une fois accor- 
dée 'j mais tout ce que j'ai établi sur cette 
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notion , je ne J*ai donné que comme un ap- 
perçu , une indication propre seulement à 
diriger les recherches rigoureuses aux- 
quelles il faut toujours revenir. Aussi ai~jc 
ensuite donné, de ce même principe , une 
démonstration uniquement fondée sur les 
lois de la communication des mouvemens , 
démonstration qui est la même que celle 
que j'avois donnée dans la première édition , . 
mais que j'ai développée avec tout le soin 
que mérite un principe aussi importaiït. .- 

L'ouvrage est divisé en deux parties : 
la première est proprement la partie expé- 
rimentale j c'est-à-dire , qu*elle renferme > 
les notions préliminaires , et les faits sur 
lesquels est fondée la mécanique , dévelop- 
pés et étendus par analogie autant qu'il a 
paru nécessaire pour écarter le vague çLei 
principes généraux qni en dérivent. 

La seconde commence au point où j'ai 

considéré la science cortime cessant d'être 

expérimentale pour devenir entièrement 

rationnelle , c'est-à-dire , où les principes 

b- 
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m^ODt paru être suffisamment établis par 
l'expérience , pour n'avoir ensuite plus 
besoin que du raisonnement. Elle renferme 
les conséquences qu'on peut tirer Hgoureu- 
sement des premiers principes une fois re- 
connus et les formules qui les expriment , 
et par-là elle rend la science susceptible 
des applications du calcul analytique. 

J'ai terminé cet ouvrage comme dans la 
première édition , par des réflexions géné- 
rales sur Papplication des forces mouvantes 
aux machines ; tout le monde répète que 
dans les machines en mouvement , on perd 
toujours en temps ou en vitesse ce qu'on 
gagne en force ; et cependant , on ren- 
contre à chaqueinstant , des personnes qui , 
quoique instruites de ce principe , ne peu- 
vent se résoudre à renoncer à mille projets 
absurdes. Ils soupçcmnent toujours qu'il y a 
dans les machines quelque chose de magi- ' 
que. Les preuves qu'on leur donne du con- 
traire ne s'étendent ordinairement qu'aux 
machines simples ; aussi ne croient-ils pas 
çelles-rci capables d'uo grand effet ; mais il 
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faut faire voir qu'il d«t ta être de Blême 
dans tons les cas imaginables ^ on ne parle 
guère que de celui où il j a seulement 
deux forces dans le système , et l'on se con- 
tente f pour les autres , d'pne analogie ; 
Toilà pourquoi ces- Mécaniciens espèrent 
toujours que leur sagacité leur fera décou- 
vrir quelque ressource inconnue , quelque 
machine qui ne soit pas comprise dans Ie$^ 
règles ordinaires ; ils se croient d'autant 
plussûrsde la rencontrer, qu'ilss'élôighent 
davantage de tout ce qui paroît avoir 'de 1è* 
relation avec les machines nsîtéëà , p&tcç 
qu'ilss'imaginenl que la théorie établie pouf 
celles-ci , ne peuts'étendreàdes construc- 
tions qui leur semblent n'y avoii" attcuù 
l'apport ; c'est en vain qu'on leur dit que 
toute machine ae réduit au levier : cette 
assertion est trop vague et trop tirée , pour 
qu'on s'y rende sans un examen ptoftJnd '; 
ils nepenvent se persuader que des machi- 
ccs qui paroissent n'avoir rien de.cominun 
avec celles qu'on nbtnme simples , soient ' 
sujettes à la même loi , ni qo'on puisse pro- 
noncer sur rinutiHté;]d'un secret dont ils 
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n'oat fait confidence à personne : de -là 
vient que les idées les plus bizarres , les 
plus éloignée» de la simplicité si avanta- 
geuse aux machines , sont celles qui leur 
fournissent le plus d'espoir. 

Le moyen de détruire cette erreur , est 
sans doute de montrer que qon-seulement 
dans toutes les machines connues , mais 
encore dans toutes les machines possibles ^ 
c'est une loi inévitable , qa^onperd tou- 
jours en temps ou en vitesse ce qu'on gagne 
en force; et d'expliquer clairement ce que 
signifie cette loi ; mais il faut , pour cela , 
s'élever à la plus grande généralité possi- 
ble , ne s'arrêter à aucune machine parti- 
culière, ne s'appuyer sur aucune analogie ; 
il faut enfin une démonstration générale , 
déduite immédiatement et ., géométrique- 
ment des premiers axiomes de la mécani- 
que : c'est ce qu'on a tâché de faire ^ on a 
beaucoup insisté sur ce point fondamental , 
- et je ne sais si l'on aura réussi à le mettre 
dans un assez grand Jour. On a tâché de 
montrer quel est le véritable but des ma- 
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chines : s'il n'est pas raisonnable d'en atten- 
dre des prodiges hors de toute vraîsem- 
blaoce, on verra qu'il leur reste encoi* 
assez d'objets d'utilité pour exercer la 
plus brillante imagination. 

Les réflexions que je propose sur cette 
loi , me conduisent à dire un mot du mou- 
vement perpétuel, et je fais voir non-seu- 
lement que toute machine abandonnée à 
elle-même doit s'arrêter , mais j'assigne 
l'instant même où cela doit arriver. 

On trouvera encore parmi ces réflexions 
une des plus intéressantes propriétés des 
machines , qui , je crois , n'avoit pas en- 
core été remarquée ; c'est que pour leur 
faire produire le plus grand effet possible , 
il faut nécessairement qu'il n'arrive aucune 
percussion , c'est-à-dire que le mouvement 
doit toujours changer par degrés insensi- 
bles ; ce qui donne lieu , entre autres cho- 
ses, à quelques remarques sur les machi- 
nes hydrauliques. 

An reste , il ne faut point s'attendre à 
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trouver, ici un traité de mécanique ; mon 
objet , ainsi que le titre l'annonce , a sim- 
plement été d'en exposer les principes les 
pliis généraux aussi exactement qu'il m'a 
été possible. 
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FONDAMENTAUX 
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DU MOUVEMENT. 



PREMIÈRE PARTIE. 

Notions préliminaires. Hypothèses admises 
comme lois générales de l'équilibre et du 
mouvement. Conséquences déduites de ces 
hypothèses. 

1. Gbtte première partie n'est à proprement 
parler, qa'un exposé des principes qui doiTen^ 
être démontrés dans la seconde. C'est un coup- 
d'œil jeté d'abord snr l'ensemble de ces princi*^ 
pes, a&n d'en étudier Fesprit, de se familiariser 
avec les termes, d'en fixer la signification , moins 
par des définitions serrées et presque toujours 
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obscufes pour peux, à ^uî elles «ont nouTelles^ 
que par des développemens relatirs à nos sensa- 
tions ordinaires , et par des rapprochemens di- 
TersîQéSi qui font peu à peu dlsparoitre lerague 
dont sont ordinairement accompagnées des no- 
tions trop succinctes. 

- Ce n'est pas que dans cette. première partie 
elle-même j'aye négligé l'exactitude des expres- 
sions : j'y ai mis au 'coutraîre, autant de jus* 
tesse et de précision qu'il m'a été possible ; j'y ai 
conBrmé les résultats de l'expérience par les rai- 
sonnemens qui m'ont paru les plus plausibles, 
et je mY&uis servi de ces mêmes rai&onnemens, 
pour généraliser par induction ces résultats isolés. 

3 . Les anciens établirent en axiome que toutes 
nos idées viennent des sens : et cette grande vé- 
rité li'ast plus aujourd'hui un sujet de contes- 
tation. , ... 

Il suit de-Ià , que toute science quelconque 
tire ses élémens de l'expérience, puisque les pre- 
mières idées qu'elle puisse combiner sont le ré- 
sultât de nos sensations j qui ne sont autre choBO 
que les données de l'expérience, 

« D'où l'homme tire-t-il , dit tocke, fous ces 
» matériaux qui sont comme le fond de tous ses 
i> raisonnemens et de toutes ses connoîssancés? 
» 3e réponds en un mot, de l'expérience. C'est-Iâ 
» le fondement -de toutes nos connoîssancés ; 
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» c'est de-là qu'elles tirent leur première ori- 
n gine». Essai sur r entendement humain. 

Cela est vrai pour toutes les sciences même 
les plus abstraites, pour les mathématiques pures 
en particulier ; car ces sciences ne sont autre 
chose que des séries de raisonnemens établis sur 
la quantité. Or^ quelque abstraitement qu'on 
puisse considérer la quantité , l'idée qu'on s'en 
forme est toujours le résultat de l'expérience , 
puisqu'il n'y a que nos sensations qui puissent 
nous la donner. 

5. Cependant les sciences ne tirent pas toutes 
un même fonds de l'expérience : les mathéma- 
tiques pures en tirent moins que toutes les autres; 
ensuite les sciences physico - mathématiques ; 
ensuite les sciences physiques » et entre celles-ci » 
les unes en tirent plas que les autres, suivant 
qu'il est plus ou moins difficile de lier les faits 
par l'analogie , de les rapporter à des phéno- 
mènes généraux, et de les assujettir à des échelles 
de comparaison plus ou moins précises. 

4> n seroit sans doute satisfaisant depouTotr 
assigner au juste dans chaque science , le point 
où elle cesse d'être expérimentale pour devenir 
entièrement rationnelle : c'est-à-dire, de pou^ 
voir réduire au plus petit nombre possible les 
T^ités qu'on est obligé de tirer de l'obserration, 
et qui une foi& établies , suffisent pour qu'étant 
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combinées par le seul raisonnement , elles em -. 
brassent toutes les ramifications de la science: 
tnais cela paroît très-difficile. Bn voulant remon- 
ta: trop haut par le seul raisonnement , on s'ex- 
pose à donner des définitions obscures « des dé-: 
monatrations vagues et peu rigoureuses. Il y a 
moins d'inconvénient à tirer de l'expérience plus 
ée données qu'il ne seroit peut-être strictement 
nécessaire ; seulement la marche peut paroître. 
moins -élégante } mais elle est plus ferme et plus 
assurée. 

5. Les premiers pas utiles qu'aient faits les 
pbilosoplies dans la recherche des lois de la na- 
ture , ont certainement été de comparer entre 
çux les phénomènes dont tous les yeux sont 
frappés , de les expliquer les uns par les autres , 
de réfléchir sur les pratiques grossières dont les 
arts se composent à leur naissance pour les per- 
fectionner. <( Si l'antiquité de la mécanique, dit 
» Bossut , datoit de l'usage qu'on a fait nécessai- 
» rement du levier ou de qudques autres ma- 
» chines simples, aiissi- tôt qu'on a voulu cous- 
» trujre des cabanes , des instrumens propres au 
M labourage, elle remonteroit presque à l'origine 
» des sociétés». Mécanique , Discours préli- 
minaire, 

G. C'est donc dans l'expérience que les hom- 
mes ont puisé les premières notions de la méca* 
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nique. CependBntleBloîsfondamentalesâçl'équi- 
nbre.et du mouvement qai lui serrent de base, 
s'offrent d'une part si naturellement à la raison , 
et de l'autre, elles se manifestent si clairement 
par les faits les plus communs , qu'il semble 
d'abord difficile cfe dire, si c'est à l'une plutôt 
qu'aux autres que nous devons la- parfaite con- 
viction de ces lois, et si cette conviction parfaite 
auroit Heu sans le concours de ceux-ci avec Iti 
première. Ces faits nous sont trop familiers, 
pour que nous sachions jusqu'à quel point, sans 
eux, la raison seule pourroit établir ses déBnî- 
lions ; et d'un autre côté , si la raison ne servoît 
à lier ces faits par l'analogie, ils nous parol- 
troient trop isolés pour que nous pnssibns les 
ériger en principes. Or ce sont ces vérités élé- 
mentaires, considérées par les uns comme sus- 
ceptibles d'être démontrées avec le seul raison- 
nement , par d'autres , comme de simples résuF- 
tats de l'expérience : ce sont , dîs-je , ces vérités 
fondamentales que j'expose dans cette première 
partie, en m'appuyent sur l'une etl'autre de ces 
bases, et sans examiner davantage si, suivant 
l^expression du programme de l'Académie de 
Berlin , ces vérités sont nécessaires ou cootio'- 
gentes. 
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Des idées primitives concernant la matière^ 
l'espace^ le temps , le repos j le mouve- 
ment , ùc. 

7. La première règle à établir dans une re- 
cherche aussi délicate que celle des lois de la 
nature , est de n'admettre que des notions aussi 
claires que peuvent le comporter les bornes de 
notre esprit. Nous devons donc rejeter les défi- 
nitions de matière , de temps , d'espace j de 
repos, de mouvement, comme de» expressions 
qu'il est impossible de traduire par des expres- 
sions plus claires , et les idées que ces expres- 
sions font naître en nous comme des idées pri- 
mitives au-delà desquelles il n'est pas possible do 
remonter. 

Mais ces expressions une fois admises y nous 
concevrons facilement ce que c'est qu'un corps, 
une vitesse, une force motrice, Stc. 

8. Le corps est une partie déterminée de la 

matière. 

9. L'espace apparent qu'occupe un corps , 
s'appelle son «^o/ume; l'espace effectif qu'occupe 
ce même corps ou sa quantité réelle de matière, 

- se nomme sa masse. 

Lorsque le corps est tel qu'aux parties égales 
de son volume répondent toujours des parties 
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ïgBies de aa masse , on dit qu'il est d'une densité 
uniforme y ou qu'il est également densff dans 
tontes se» parties ; e( le rapport de la masse au 
Tolume , ou le quotient de l'une par l'autre y 
s'appelle densité de ce corps. 
, Mais si à des volumes éganx répondent des 
masses in égale», on dit que la densité est variable^ 
et pour chaque particule de matière , on appeUo- 
densité te yolume de cette pulicule divisé par 
sa masse y ou plutôt , la dernière raison de ces- 
deux quantités. 

Les Tides ou interstices logés entre les parties 
de la matière, et qui font qne le volume ou l'es- 
pace apparent est plus grand que l'espace réel ^ 
se nomment pores, 

10. L'expérience apprend que tous les corp» 
connus sont poreux , mais que leur masse est 
irréductible. A la vérité , cette irréductibilité 
n'est point exclusive à lateatière ; car si l'on en> 
fermoit , par exemple , un pied cube d'eau dan» 
Xin vase capable de contenir deux pieds cubes » 
on auroit beau transporter ou agiter ce vase , il 
resteroit toujours un pied cube d'eau et un pied 
cube de vide. Le vide n^est donc pas plus réduc- 
tibl&à un espace moindreque le plein; mais celte 
irréductibilité , en tant qu'elle est considéré» 
dans les corps, se nomme impénétrabilité. 

i l> Les corps jouissent encore de pluneu» 
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8 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

autres propriétés que l'on considère en mécatir- 
que; 'telles sont la solidité t \& fluidité y la roi^ 
deur, la flexibilité, la dureté t Véktsticité et la 
mollesse. Le»Dotions que non» pouTOns avoir de 
ces diverses propriétés sont trc^ dans Tessence 
primitive des choses, pour qu'on puisse en don- 
ner proprement des définitions : nous devons 
nous borner à des indications suffisantes pour 
établir entr'dles. des distinctions non équivo- 
ques. 

13. Les corps M/iiJleA sont ceux dont tes par- 
lies sont adhérentes les ones aux autres , comme 
la pierre , le bois , &c. 

Is^Jhiidea sont cenx qui se trouvent divisés 
en parties si fines", qu'elles échappent à tous les 
sens aidés des meillears înstrumens. Tels sont 
l'eau , l'air. \Jn Jluide parfait seroit la limite vers 
laquelle tendent tous ees fluides k mesure que la 
ténuité des particules est plus complète. Onignore 
s'il existe un pareil fluide. 

l3. Itaroideur ou V inflexibilité , est la qua- 
lité des corps qu'on ne sauroit plier ou courber^ 
telle qu^on l'attribue ordinairement , par la pen- 
sée, aux barres ou autres înstrumens dont on 
se sert pour soulever des fardeaux^ les porter ou 
les pousser. 

Ijà Jlexibilité ou souplesse est , au contraire, 
la qualité des corps qui peuvent être fixm md& 
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effort, telle qu'on l'attribue aox fils on cordons 
avec lesquels on fait des noeuds , on attache , on 
tire des nuisses , soît directement , soit eu les fai- 
sant passer sur des rouleaux, sur des poulies, &c, 

l4. La dureté ou incompressibilité ^ est la 
qualité qu'ont certains corps de ne se prêter , 
quoique poreux comme tous les autres , à aucnn 
changement de volume. Le terme de dureté est 
plus particulièrement employé pour les corps so- 
lides j et celui A' incompressibilité , pour les flui- 
des ; on pense que les plus petites particules de 
tous les corps sont dores. L'eau est un fluide in- 
compressible. 

Uélasticité est la qualité qu'ont certains corps 
compressibles de revenir d'eux-mêmes , lorsque 
la compression cesse , à leur premier état Ua 
corps parfaitement élastique seroit celui dans 
lequel la compression et la restitution s'ôpére- 
roient par les mêmes degrés en sens opposés. Ces 
corps s'appellent corps élastiques ou à ressort. 
L'ivoire , l'acier trempé , le verre , sont des corps 
solides élastiques ; l'air , les gaz ^ sont des fluides 
élastiques. 

Les corps mous sont ceux qui , étant compri- 
més , restent dans l'état où la compression les a 
mis , tels que le plomb , la terre glaise , &c. 

Au reste , la nature n'offre aucun corps par* 
faitement dur, parfaitement élastique ou por- 
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10 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 
faitement mou. On les suppose tels par abstrac- 
tion , 'et comme limites des objets réels qui frap- 
pent nos sens. 

15. La m^ca/ii^u^ est la science qui apprend 
é connoitre , en chaque circonstance , Vétat de 
repos ou de mouvement d'un système de corps 
proposé ; c'est-à-dire, les rapports qui existent 
entre les masses de ces corps, les chemins qu'ils 
tendent à décrire , ceux qu'ils parcourent en effet, 
et les temps qu'ils emploient à tes parcourir. Elle 
se divise en deux parties , qui sont la statique et 
la dynamique. 

La statique considère l'état A^ équilibre ^ c'est- 
à-dire , l'état d'un système de corps qui demeure 
en repos, malgré la tendance que chacun d'eux 
a à se mouvoir. 

La dynamique considère l'état de mouvement 
que prend un système de corps par l'effet de 
leurs tendances particulières, et de la gêne qu'ils 
peuvent éprouver en vertu de leur impénétra- 
bilité. 

La mécanique, la statique et la dynamique 
des fluides , se nomment hydraulique , hydros- 
tatique et hydrodynamique. 

16. La niasse des corps , l'espace qu'ils par- 
courent, et le temps qu'ils emploient à te par- 
courir, se combinent de bien des manières dans 
la théorie de l'équilibre et du mouvement j il es 



.i-,:,Gooqlc 



-1 



ET DU MOtIVEMEHT. ai 

résulte pinsieurs fonctions qui reviennent très- 
fréquemment, et auxquelles , pour abréger, on 
a donné divers noms particuliers. Les princi- 
paux sont ceux de vitesse y quantité de mouve- 
ment ^ force ou puissance , force accélératrice 
ou retardatrice ^ force motrice , force mouvante^ 
force pipe y moment, quantité d'action. Noua 
donnerons successivement la notion détaillée de 
chacune de ces quantités , et l'origine de cette 
notion. Nous placerons seulement ici , en atten- 
dantj la simple définition de chacune d'elles» 

17* Un espace parcouru , ou une ligne quel- 
conque divisée par un temps , s'appelle eu géné- 
ral une vitesse (1). 

(1) Ces deux qu&ntités, l'etpace et le temps, étant hêté- 
ïogènes , ce n'est pu précisément ia quotient, de l'uno 
par l'autre qa'il s'agit , mais àa quotient des rapports qna 
ces quantités ont à leurs unités respecliTes, conformé- 
ment à l'usage admis dans la géométrie , lorsqu'il s'agit 
de diviser , par exemple , nue surface par une ligne > oa 
de maltiplier une ligne par une autre. Cela a lieu égale- 
ment dans tontes les parties des matliématiques, lorsqu'il 
Vagit de maltiplier l'une par l'antre des quantités con- 
crètes, an de diviser l'ane par l'autre des quantités hété- 
rogènes. Ce ne sont pas ces qiiantitès mêmes qu'on ex- 
prime par les caractères algébriques; mais les nombres 
abstraits qui forment les quotiens de ces quantités par 
lears unités respectives. Cette remarque une fois faite , . 
doit servir pour tous les cas de même nature, et nom n'y 
reviendrons pins. 
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Uae niasse multipliée par une vitesse, on le 
produit d'une masse par une ligne divisée par un 
temps, s,* a-p^We quantité de mouvement. 

Une vitesse divisée par un temps , s'appelîe 
force accélératrice ou retardatrice. Ainsi une 
force accélératrice ou retardatrice est , en gén^ 
rai , le quotient d'un espace ou d'une ligne £\i- 
sée par le carré d'un temps. 

Le produit d'une masse par une force accélé- 
ratrice ou retardatrice, s'appelle en général yàrcf 
motrice. 

Ou comprend sous la dénomination simple de 
force ou puissance, les quantités de mouvement' 
et les forces motrices. 

Le produit d'une masse par le carré d'une 
vitesse , ou par le produit de deux vitessea , pa,- 
ce qui revient au même , par le produit- d'une 
ligne et d'une force motrice , s'appelle force 
vive, moment de force motrice , moment d'ac- 
tivité. 

Le produit d'une masse par une vitesse et par 
une ligne , ou par le carré d'une vitesse y et par 
un temps , s'appelle moment de quantité de 
mouvement, ou quantité d'action. 

18. Ainsi, en général , ai m représente une 
masse, e un espace , ou quantité linéaire, / un' 
temps , 
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Toute quantité de la forme , ou réductible à la 
forme - s'appelle TÎtesse. 

Toute quantité de [cette forme m- s'appelle 
quantité de mouvement. 

Toute quantité decette forme— s'appelle force 
accélératrice on retardatrice. 

Toute quantité de cette forme m— s'appelle 
force motrice. 

Toute quantité de cette forme m- , ou de 

odie-ci m—^f s'appelle simplement force ,oa 
puissance. 



force vive^ moment de force motrice , ou mo- 
ment d'activité. 

Enfin toute quantité de cette forme m — ae 

Homme moment de quantité de mouvement, ou 
quantité d'actioii. 

Reprenons maintenant chacune de ces notions 
en particulier. 
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Destnouvemens uniformes et variés en général; 
des vitesses et de l'estimation de ces vitesses 
suivant des directiojis quelconques. 

19- Un corps qui en temps égaux parcourt 
toujours des espaces égaux , est dit se mouvoir 
uniformément, et son moUTements'appelIe mou- 
vement uniforme. Si au contraire , à des temps 
égaux répondent des espaces inégaux, le mou- 
vement 5'appelle mouvement varié, 

20. Da;p8 le mourement uniforme, on appelle 
vitesse (17) le rapport de l'espace parcouru au 
temps employé à le parcourir , ou le quotient du 
premier par le second. 

31. Puisque dans le mouvement uniforme les 
espaces parcourus «1 temps égaux sont toujours 
égaux ,. il suit que l'espace parcouru dans un 
temps quelconque, divisé par ce temps, est tou- 
joura le même ; c'est-à- dire , que dans le mouve- 
ment uniforme la vitesse est constaatcv 

33. Si le]^o^TemeUt est varié, on prend jan . 
intervalle infiniment petit, et l'on appelle, pour 
chaque i^istvit, vitesse du mobile , le rapport de 
l'espace infiniment petit parcouru dans cet ins- 
tant à la durée de ce même instant , on plus 
exactement, la dernière raison de ces denxquaa- 
tités. , 
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' 90. Lorsque la vitesse augmente toujours en 
temps égaux de quantités égales, le mouvement 
est dit uniformément accéléré- Si au contraire 
elle décroît toujours de la même quanlilé en 
temps égaux , le mouvement est dit uniforme- 
ment retardé. 

24. On distingue les vttesses en vitesses ab- 
solues et vitesses relatives. La vitesse absolue 
d'an corps est sa vîtesse réelle et effective ; celle 
qui sert à mesurer la quantité dont il se rappro- 
cbe on s'^lo^ne des objets qui sont regardés 
comme fixes dans l'espace. La vitesse relative de 
deux corps , au contraire, est celle qui sert à me- 
surer la quantité dont ces corps se rapprochent 
ous'éloîgnentl'un de l'autredans un temps donné. 
Il ne nous eat pas possible de juger d'une manière 
certaine , si la vitesse apparente de tel ou tel 
corps est réelle ou non , pence que nous ne savons 
pas si nous sommes emportés avec lui d'un mou- 
vement commun ou non. C'est ainsi que pendant 
long-temps on a cru que la terre étoit fixe dans 
Vespace, parce qu'on jugent par lés apparences, 
et l'on a eu beaucoup de peine à revffliir de cette 
erreur. 

a5. La droite ou la tangente' â l'élément de la 
courbe que décrit & chaque instant un corps en 
mouvement, se nomme direction de sa -vitesse. 

On représente également les vitesses quant a 
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leurs valeurs, en prenant sur leurs directions des 
parties proportionnelles à oes mêmes râleurs. 

s6. La projection d'ane vitesse sur une droite 
quelconque , se désigne sous le nom de vitesse 
estimée dans le sens de cette droite, c'est-à- 
dire , que si Aa (fig. i) représente la vitesse du 
corps A, tant pour sa grandeur que pour sa di- 
rection , et que AB étant une autre droite me- 
née à volonté du point A, si du point a on abaisse 
une perpendiculaire a a' sur AB^ la di*oite A a'' 
exprimera la vitesse Aa estimée dans le sens AB. 
Or il est évident qae Aa':= Aa.cos.aAB; c'est- 
à-dire, qu'une vitesse estimée dans le sen;) d'une- 
droite quelconque , n'est autre chose que le pro- 
duit de cette vitesse, par le cosinus de l'angle que 
forme la direction de cette vitesse , avec la droit» 
proposée. J'appellerai aussi Aa la vitesse réduite, 
et l'angle aAB, l'angle de projection (>). 

37. On- nomme en général vitesse résultante 
de plusieurs autres vitesses partielles ou compo" 

(i) Dans U suite , je me servirai soaveitt , par forae 

â^sbréristion , de l'expresiion Aa Aa' ponr repréien- 
ter l'angle oompria eotre deux directioBi quelconque* 

Aa, Aa'. 
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Manies , ime vitesse qui y estimée suivant toute 
direction quelconque, est égale à la somme de 
toutes ces vitesses partielles estimées dans le 
même sens. 

Ainsi, par exemple, si Âa (fig. ») étant prise 
pour représenter la vitesse du mobileA, on mena 
par ce même point A deux droites Xb, Âc , telle! 
quVn abaissant des pointe a, 6, c,, d6s per- 
pendiculaires aa' f bb' y c-c'-, sur une nouvelle 
droite AB, menée arbitrairement par le point Aj 
on ait toujours Aa = Ab'+Ac' ,oa. 
Jia.cot.Aa .AB=Ab.wa.Al> JiB+Ae.coB.Ac ,AB. 

La vitesse Aa sera la résnltaôte' de AÂ 'et Ac, 
celles-ci ;69rïmJ: les vitesses composantes delk- 
f remiére , et Foh dira que la vitesse Aa peut sa 
dêcompMM: en àeux autres A ^ , A c. ; ~ 1 .- 

s8. Il est fiicile de voir que qoelles que soient' 
des vitesses partielles proposées-, eb quelque 
Bombre.qu'elies.6oient, et soit qu'<Hi' ks pïenn« 
ou non dansiin même plan, il sera toùjoiirs 
possible de salisfùre à la condition proposée; 
c*eat-à-dire , qu'il existera toujours une vitesse, 
qui estimée saivant' quelle direction Von vou- 
dràj'sara égale À la sommé de toutes le& vSte^sea' 
partielles estimées dans lo même sens. 
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Oor soient (fig. 3) AB, AC ,.ÂD, Âë les. 
TÎtesses partielles proposées. Menons parle pointB 
une droite Bc égale et parallèle à AC j par le 
~ point Cf une antre droite cd égale et parallèle 
à AD; par le point d, une droite de égale et 
parallèle à AE. Je dis que la droite Ae sera la 
TJtesse résultante de toutes ces vitesses partielles ' 
proposées. . 

En effet, il est évident que si par le point A 
on trace une droite quelconque MN , et si de» 
angles B, c, </, « du polygone, on abaisse de» 
p^pendiculaires B6'^ cc\ d<£,ee' eax ceXXa droite 
MN , pour y déterminer les projections de ce» 
c6tés} celle Ad de. la droite A« , sera égale à 
la somme de toutes les autres , ou à la somms 
des projections des -vitesses par^llea prc^osées , 
qiii sont , par hypothèse , représeutées par de» 
droites respectîvemeiit égales et parallèles à ce» 
eàtée. Orviesprojeetio^icdes vitesses proposées nv 
sont antre chose (36) que les mdmes lâtessea esti^ 
mées dans le sens de MN. Donela vitesse A» 
estimio dans le eens de MN prisé' à voloàté, est 
égale k la somme de toutes les ^ttesses pà'rlièlle^ 

jJropoBées, ABf ACj.^i), AË;, pareillement; 
estimées chacune daps le sens'de ISM. Ct qu*^ 
faUoii prouver-. , ........ t.-. 
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La détnonstratioif s'applique paiement, bdmtbe 

tin le voit, ajicaa uù toutes lei rîtesêes patlielles 

proposées 8datdanauni|iéiiiepUin,«tà«eluî où 

blles^8e.^Qu^ent danp 4^9 plans diffémit.- (''•■-' 

■ sgi' Xifreaa où qTiel(iues-*un8 des points 6', c\ c?^ 
koinb)Cfaieptde,l'aali%«6Vé^âppint A par rap- 
port au:paioiK) B« fgpàit^^cHht excépti'pn k\A 
Hg]e>.SaulBmeiit,lefiegRtent' qâi Ii^ cofrespon-^ 
droit deviendroit inverse-, -et-sdn fexp'ression de= 
V^endroit négative .d^D5.r-é^u,atto;i, odbConné» 
ihébt âvxrèâles deraaçdysfu,Pn,ç$[iptt cmèun^ik 

toujours; , , , ,. , . ■ .. -,. ,|;; ,f 

>KÂ5-ç<.!..Âg'^Â^+,M(«9».^Àifi ^ •■■ '."■:! '■■■! 
tïiais alors jï,ç5.,^ijgles ^qï^^0l)dph8,atte;^i»Jïrt* 
^Ul tomberoient de l'autre cfrtè du ppintJV xlfty^^ 
tianidbt^lSj'léifra bos'îiius d^ïi^droient bégatiff. 

- 90x 'Si 1m Vitesses composaiii^es ajs ré^u^eqt^ 
Ôèô* V it 'Èfct' 'Viïiïîilè, <Jfig, à ;., qiiVj_Qif;î.:(f -ïît^W 
téiriltahtBsé^a'fepreséiftée tant pour sa grand^^^ 

que pour sa direction^ par la di&gptialc -J^.du 
pàralIélDgi::aiiime Abàc , dont ]e9,£Ôtés-A^, Afi 
èêprésentéfoidtfttttntpojjr .leurs g^-aadeuïs g^i^è 
^tif^oiVdïfttefitfnfl'i'ïes'-rorcwpa^ 

■ i^ll''îi*èS^àîrî^'^'pjuë,.'qu'ii'n'y a qu'une 
tB«Qi^«^,4ifisÇfiiÀ4'ft(«ott^ti6ii ^têpas€è/ii 
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50 PniHCIPE»DE L'ÉQtJILIB&E 
qne par conséquent , un 'flyatSme quelconque de 
vitesse» partielles ne peut donner qu'une senle 
résultante; mais si c'est la résultante qni est don- 
née, il.y aura une infînitélle manières delà dé- 
contposer en TÎtesses .partielles , parce que sur 
une droite donnée comme Ae ^ dn peut cons- 
truire une in£nité.de polygones différens, tant 
pour le nombre qçe pour les grandeurs et pour 
les dir<ections des côtés. - ■ 

Sa. Enfin, il est clair encore qu'au lieu de 

chercher la résultante -des vitesses partielles par. 

lemoyen du polygone ÂBcc/e, qn peut d'abord 

chercher la "ré&i^tant»i&^ de deux des TiïesBèï 

partielles prppoeées, 'comme AB, ACj puis la 

résultante Ad, de la •bïemière trôuVèe Ac, et 

. - — : ■.;; • :■■ ■'■■ --u 

â'iiiië des autres AD;, et enfip .If^^i:é8ult^ftfs A0 

de cette dernière Ad, et de celle- .qui/rest&^Ë; 
et cela , dans quelqïié ordre . qu'on^ prenne ce^ 
Vif Ssses partielles,' et eu Quelque jiombre qu'ellça 
«oient."' ' . 

_■ , . ■■. .,: .:]..■:■)■■ -■ 1 ■; 

' 00. Soit fie temps que le mobile emplpieroit à 

parcourir uniformément la droit^,A«y s'il étoif 
'ai^mépar la vitesse rés.uIUntequer^ésenteçett9 
même droite Ae.Puisquelea vitres pçjçtfflle^ppnt 
Représentée? par 4U,4]C>. AC^-AKj^èse^ôitei 
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seroient respectivement décrite» chacune pen- 
dant le même temps t, par le mobile qui la par- 
courroit ayôc la vitesse qu'elle représente. Donc 
puisque les côtés du polygone sont respective- 
ment égaux et parallèles à ces droites , il est clair 
que si le mobile parcourt successivement tous les 
côtés de ce polygone en suivant le périmètre 
ABcde chacun uniformément pendant le temps t, 
il arrivera, après tous ces mouvemens partiels, 
au même point e où il arriveroit après le seul 
temps t, s'il étoit animé pendant ce temps par 
la seule vitesse résultante. Ainsi , lorsqu'un mo- 
bile est animé d'une vitesse quelconque, on peut 
en quelque sorte le regarder comme animé tout 
â-la-fois de toutes les vitesses partielles dans les- 
quelles on peut décomposer cette vitesse totale. 

34. Lorsque toutes les vitesses partielles sont 
prises sur la direction même de la résultante, il 
&t évident qu'alors celle-ci se trouve égale à la 
somme de toutes les autres; et si parmi ces vitesses 
partielles , les unes sont prises dans le sens de la 
résultante , et les autres en sebs contraire ; celle- 
ci se trouvera être la difiërence qu'il y a entre la 
somme des vitesses composantes qui sont prises 
dans le sens de la résultante , moins la somms 
des TÎtrases composantes qui sont prises dans J0 
sens contraire. 
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J)e la quantité de mouvement en général, «| 
des quantités de monv^mçnt dites gagnées ef 
perduesi. 

35. On appelle en géaéral quantité de moz^ 
fement (17)) I9 pr&ctuU d'une mïisse par une 

■ TÎtesae. 

Iteproduitdelamassed'uBoorpsparsaTÎtess^ - 
est appelé quantité de mauveiQentde ce corps, 

36. La quantité de mouTement d'un corps 89 
décompose comme sa vitesse. Elle n'est autro 
chose que le produit de celle-ci par la masse dit 
corps. Ainsi la vitesse d'un mobile étant décomi 
posée en plusieurs vitesses partielles , le produit 
dâ chacune de ces vitesses partielles ou compo- 
santes par la masse du corps, est une quantité 
de mouvement p^tielle, et la vitesse totale ou 
résultante multipliée par la même masse , est s^ 
quantité de mouvement totale , ou la quantité 
de mouvement résultante 4e toutes ces ^uantitésk 
de mouven^ent pattieliea. 

37. L.'idée de la quantité de mouvement est 
fondée sur une expérience très-simple. C'est quo 
si deux corps parfaitement durs , deux globes, 
par exemple , ayant mêmes masses , viennent à la, 
rencontre l'un de l'autre avec des vitesses direc- 
, t^i^CQt oppo;séea et égales ^ nqn-seulement ils s'aj^ 
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referont subitement au moment du choc , mais 
encore, quesi on vient à doubler, tripler, qua> . 
drupler, &c. la masse de l'un , pendant qu'on 
doublera , triplera , quadruplera, &c. la vitesse 
de l'autre , le mouTement sera encore détruit ; 
et c'est cette destraction générale de tous les 
mouTemens qn'on nomme équilibre (i5). 

58. Il résnlte donc de cette expérience, qu'en 
général il y aura équilibre entre ces corps dura , 
toutes les fois que leurs masses seront en raison 
réciproque de leurs vitesses , ou ce qui revient 
au même , toutes les fois que les produits de cha- 
cune des masses par sa vitesse seront égaux. 

Or on conçoit qu'on doit avoir souvent de 
pareils effets à considérer en mécanique, et que 
par conséquent le produit de la masse d'un corps 
par sa vitesse, est une espèce de quantité dont 
l'usage doit être fréquent : c'est pourquoi on lui 
adonné un nom particulier, edoi de quantité 
de mouvement, 

Sg. Ce que nous venons d'appeler quantité 
de mouvemcTit^ s'appelle aussi yorccrfc/ierc«5- 
sion. Cette dernière dénomination lui est don- 
née, parce que c'est d'elle en effet que vient l'in- 
tensité du choc ou de la percussion. Ainsi l'ex- 
pression de quantité de mouvement se rapporte 
proprement aux corps qui se meuvent actuelle- 
ment , et celle de force de percussion aux corps 
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94 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 
considérés dans le moment de leur choc. Elle est 
quantité de mouTement, en tant qu'elle réside, 
dans le corps , qu'elle y a une existence réelle 
avant le choc ; et force de percussion , en tant 
qu'elle est anéantie pa^ ce même choc. 

40. Les quantités de mouvement , ainri que 
les vitesses , se représentent par des portions de 
droites prises sur leurs directions et proportion- 
nelles à leurs valeurs , et on les estime suivant 
telle ou telle direction , par le moyen de leurs 
projections sur ces droites. Ainsi , une quantité 
de mouvement estimée dans un sens quekonque, 
est égale à la somme des quantités de mouve- 
ment dans lesquelles on peut la décomposer, 
toutes estimées dans le même sens que cette ré- 
sultante (97). 

41. Si un corps M tendant à se mouvoir avec 
une vitesse représentée par MW (fig. 4) est 
forcé tout-à-coup de prendre une autre vitesse 
représentée par M V, et qu'on forme sur la droite 
MW le parallélogramme MVWU, on pourra 
décomposer la vitesse première MW en deux 
antres, MV, MU, dont l'une MV sera la vitesse 

restante. Dans ce cas , l'autre vitesse MU se 
nomme vitesse perdue parle corps M. 

Si l'on prolonge UM au-delà du point M jus- 
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^u'en U', et qu'on fasse MÏJ'= uU; MWVU' 
sera évidemment un nouveau parallélogramme ; 

d'où il suit que la vitesse MV qui doit rester à M, 
peut à son tour être décomposée en deux autres , 

M W, MU ', dont l'une MW étoit la vitesse pre- 
mière , et dont l'autre MU' est égale et directe- 
ment opposée à la vitesse perdue MU; c'est 
pourquoi on nomme celle - ci MU' la vitesse 
gagnée par M. 

4a. Si l'on prolonge de plus \VM et VM au- 
delà du point M jusqu'en W et V, et qu'on fasse 

MW' = MW, MV^ = MV, il est clair que 
MUV'W' et M V'W'U' seront deux nouveaux 
parallélogrammes. D'où il suit que la TÎtesse per- 
due MU se décompose dans les deux autres 
M W , M V', et que la -vitesse gagnée M U' se 
décompose dans les deux autres M V, M W. 

45. De tout cela , nous .pouvons donc con- 
clure ce qui suit : 

1°. La TÎtesse première peut toujours se décom- 
poser en deux autres , dont l'une est la vitesse 
restante , et l'autre la vitesse perdue. 

3^. La vitesse restante peut toujours se décom* 
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poser en deux autres , dont l'uue est la TÎtesss 
première , et l'autre la TÎtesse gagnée. 

3^. La vitesse perdue est la résultante de la 
vitesse première , et d'une vitesse égale et direc- 
tement opposée à la vitesse restante. 

4°.. La'' vitesse gagnée est la résultante de la 
vitesse restante , et d'une vitesse égale et con- 
traire à la vitesse première. 

Tout ce qne nous venons de dire des vitesses 
MW, MV, MÛ, MW, MV', MÛ', et de leur 
décomposition , doit (4o) s'entendre pareillement 
des quantités de mouvement M.MW, M.M V, 

M.MÛ, M.MW, M.MV', M.MÛ. 

Or nous avons ( 36 ) ces diverses équations : 

MW= MV.co». MW'^MV + MÛ.OOT.MW'IÎÎJ 

MV = MW.oo!.Mw''MV4.MC'.cc.3.'BÎV^MÏr 
MÎJ = MW.coa.MW^MÛ+Mr.coî.MV^MÎJ 
mît = MV.cM.MV^MÏT' + MW'.wM.MW^MO'i 
MV == MW.coj.MW^MV— MÛ.CQS.MV'^MÏJ 
âïÏJ = MW.co.-Mw'mÛ— MV.coî.MV^MÛ 

Et par conséquent on a de pareilles équations 
pour les quantités de mouvement, en multipliant 
tout par M. 
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lies forces accélératrices ou retardatrices , et 
des forces motrices, 

44. V-ae force accélératrice ou retardatrice, 
est en général (17) le quotient d'une vitesse et 
d^uD temps. 

Lorsque la vitesse d'un mobile va en croissant 
continuellement, le mouvement est dit accé-' 
léré i et lorsqu'elle va en diminuant continuel- 
Jement, le mouvement- est dit reipn£?. 

^ 45. Lorsque dan» le mouvement accéléré , le 
corps gagne toujours en temps égau% des degrés 
de vitesse égaux, le mouvement est dit unifor- 
^mément accéléré : on le dit au contraire unifor- 
mément retardé , lorsque le mobile perd tou* 
jourseu temps égaux des degrés égaux de vitesse. 
Dans le mouvement uniformément accéléré, 
on appelle force accélératrice du mobile, la vi- 
tesse 'qu'il gagne dans un intervalle de temps 
donné divisée par ce temps. Puis donc qu'en 
temps égaux il gagne toujours des degrés égaux 
de vitesse , il suit que dans le mouvement uni- 
formément accéléré, la force accélératrice est 
constante; c'est-à-dire, la même pour tous les 
jnstans du mouvement. 

Dans le mouvement uniformément retardé^ 
H^est la force retardatrice qui est constante. 
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46. Si le mouTement varie suirant nne loi 
quelconque , on prend tin intervalle de temps 
infiniment petit, et Ton appelle pour chaque 
instant, force accélératrice ou retardatrice du 
mobile, le rapport de l'accroissement ou du dé- 
croissement infiniment petit qui a lieu dans la. 
vitesse , pendant cet intervalle de temps à sa du- 
rée ; c'est-à-dire , le quotient de la différentielle 
de la vitesse 'peu- la différentielle du temps , ou 
plus exactement la limite "de ce quotient. 

47. On rendtont cela fort sensible, en décri- 
vant une courbe dont les abscisses représentent 
les temps écoulés , et les ordonnées les vitesses ; 
car alors il est évident, par les définitions précé- 
dentes , que l'aire de la courbe représentera les 
espaces parcourns, et que le rapport de l'ordon- 
née à la soutangente représentera la force accé- 
lératrice ou retardatrice, suivant que les abscisses 
iront en augmentant ou en diminuant 

48. On appelle yôrce motrice , force dépres- 
sion Qu force morte d'un corps , le produit de sa 
masse par sa force accélératrice ou retardatrice. 

Nous aurons une idée claire et juste de ces 
sortes de forces , en considérant la pesanteur ou 
gravité j c'est-à-dire , cette tendance de tous les 
corps qui sont à la surface de la terre vers son 
centre. Rien de plus familier que les effets de 
cette force : on prend une pi^re dans sa main , 
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et l'on éprouve ce qu'on nomme une pression; 
on auspend ce corps à un fil , et l'on fient l'autre 
extrémité de ce fil ; ce fil tire la mainou exerce' 
sur elle une traction} le fil est lùi-méme dans un 
état ào. tension : si ce â Tieiit a se casser, la 
pierre tombe d'un mourement qiiè'l'expérience 
éprend être un làouvement uniformément ac-^ 
cél&é. C'est là vitesse qu'il -acquiert' ainsi pen- 
. dant un temps donné , divisée par ce temps , 
qu'on nomme '/a ^(W(*^ou/i*/)s*onfenr.- cette 
gravité ou pesanteur, /est la force accélératrice j 
o'eat le produit ^dè cette mëme'gravité parla 
masse du cor^s qulon homme son poids ;' et'ce 
pûdf est la force fTfotricè mt la force dé pres- 
sion du corps.: :€esrdèux ràc{)Tpè*l09k'9ont synd^ 
nygu^ t Aaia:ceile..de forde JBQtrîoe se rapporte. 
plus particjtdiéreilCieiU jà l?é[tat de mouvement du 
corpsi^.et iifiUe de force: de pre|Bion ^ ^ soii état 
4Qfiepos 0(açlu|ôt.d'^mti&re. ' ' 

j(.,49- Upe-fôis qu'on a Fidéé nettedôlàpesan-t 
teitlii..'op peut fiicilemfiiiit cbncevctii' une<fèri^é 
apoélératricedoubleyitripile^^qvi^raple, Stc^oa. 
tousrdpubl^j^De-triple, i8fci^£iB gravité en fonr- 
xàt ;eUertTV$Bie..iHi, .AXfoipleç car l'expérience 
prouve que quoiqu'elle eoit à-peu-prèa de même 
intensité aux difiérens points de la surface du 
l^obe i ^le'BiliHnuelOTsii|u'yii^î^6i'gne sensible- 
nui^t da^toB^ eeiitre. (>ù a recbnnu' qUe cette ten' 
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danee étend sa sphère d'activité jusqu'à la lane* 
<|Ue c'est ce qui la retient dans son orbite y mais 
que son intensité y est fort affoiblie : puis en gé- 
néralisant cette: découverte j et s'appayant tou-' 
jours des phénomènes , on, a reconnu que cette 
mêmetendanceatteignpitjuaqtt'auxa^es les plus 
éloignés , et qu'elle étoit récïqtiroqae «litre eu:^ 
tous.C'e8tcettetenda^cegénéra]edâtiui&)es corps 
deTuniTersles unssur les autres>c|K^«n nomma 
attraction ^ fit c'est 4a . reçherdbs .des. lois, qu'elle 
observe et des efiels qti*eUe,pnxdmt> qui a fait Iq 
sujet principal des itnm<HHelsil»Tâux)dqNévrtonf 
etdecei)xquiQi)t«Awrcbé Aa^Mstnicea.: : 

OrcesoB^t.tQi^teéonCbTces^^coni^aréèsâ tiet|ït« 
Uousavoiuappélâ'piïiûdiSjqu'oniK^auneen général 
forces matric^9.ft&-Jtxxa\.e-îovce>rKa*nca est- !rf 
produit (l!u««: JQdeM.par.utae Cerce «Cdéléftitrictf 
ou retar^'^lfiP^ quipekt être oom^tlPéë^'à'Jaipe^ 
santeur ou gravités ,Etj'oiiihiné4ottfi4brce:àt:e^ 
lératrice n'est autre chose elle-même (48) que le* 
tftpptHi d«;rfl«lGrDiKsbuJeBtid0 Ja VîVe^e peiî^ni 
lJatQmp|qjn£oràlantJCOllTtàcbt^lériï4ttltdUtttiilt^ 
il ^uit quViM:£o!Toe.n)<Htti«e-qtt«k:»frqtie^«if^ll9 
pT^c^^ dWeiitaase par iinS'TÎtieiise'^iVfsétS'tiaf 
WR; iRterrale da teiiq»,:oojMn» e»'lV'^ ci-i 
^efiBl»4*73» ■ ■.. >■;■■<•■ ;■ '■ ■■:on;v:.'!>'>Yiiovî 

.^;.5o. La ppsa^qflr;*t *<intwifeft'f«tt*4'^*¥ 
^enre 03èreiït;p^,d^résij»sfl«ttld9sv-<ty*»âp»ff'', 
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âuisent aucun changement brusque. Cependant 
il parolt assez naturel de les considérer comme 
îraprimaDt à des intervalles infiDimcnt petits , des 
coups infinimeat petits eux-néraés qdx aiobiies 
qu'elles animent. Dès-lors le produit de chaque 
force motrice , multipliée, par l'élément du temp» 
pendant lequel elle agit suc le corpa-coniidéré f 
pourra être regaiYlé commeuçe quantité de mou- 
vement infiniment petite, imprimée tout d'un 
coup à ce même corps ,.etrexpBriaicecQB£rm« 
la justesse de cette hypothèse. , * 

Far exemple , si ^g* est pi^s pour exprimer la 
pesanteur , M la masse d'un cprpa , et dt l'éléf 
ment du temps}- Mgdf, ej^imexa, la quantité 
de mouveme,o,t infiniment petitç qui pourra-étre 
censée im^imée 9 M, au premier, iiistaiit dt^ 
temps représenté "par cïf ,•. «t las |qalculs,.^t? 
jd'ï^rès cette supposition se. trouvent touiopf? 
d'accord avec les résultats ds l'expéri,efiqe, -^ ,-:''i 

•■ : &l. Les fïàdes accélâ-atnces , retardatrices et 
fnolnces , seveprésentent^aînsi queilffi titéssej 
et dnamtités de nuavrevàesA , ^av iis portions de 
Hgae» dnyites ppaasBUC J^wdwectioBs rtpro* 
{KKrtionaelltii àiiees (brods , et «n lee «mmet San 
ZHémes déconipositioiis^ Ainsi %out^ force too-u 
trwe ou de pneâdofi j par «xempie ,■ peut se déi» 
cemposet eA deux rfttlrea , r^FéBeirfééstafft pou^ 
léuFs grandeuiB <^ ço»r leaïà dkattion» par le» 
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côtés d'un parallélogramme dont la diagonale 
adjacente exprimeroit cette force motrice. 

Une force motrice, estimée dans un sens quel- 
conque on suivant une direction quelconque, 
est comme pour les Titessee (36) , le produit de 
cette force motrice par le cosinus de l'an gle formé 
par cette direction avec celle de cette force mo- 
trice; c'est-à-dire, que \a, force réduite est le 
produit de la force même proposée par le cosinus 
de V angle de projection. 

62. Si cet angle est aigu, la force est dite 
sollicitante à l'égard delà droite proposée; parce 
qu'il est clair en effet qu'elle tend à mouvoir dans 
le sens de cette droite ; mais si l'angle est obtus , 
la force est dite résistante ^ parce qu'elle tend ea 
fcfFet à mouvoir dans le sens opposé à celui de la 
force sollicilanle. H est clair qu'un angle nul est 
censé aigu, et qu'un angle égal à la demî-ciroon- 
férence est censé obtus. 

' Vas eïemple, si un homme fait monter :uii 
poids par ilejnojren d^un levier, d'une poulie j 
d'une vis, &c. Uestdairqaela pesanteur et la 
Vitesse du poids ou le chemin qu'il décrit, for- 
ineut nécesBEÛrement entr'elles.un nngle obtus; 
autrement il est visible que le poidâ d^acéo* 
droit au lieu, de monter; mais la puissance mo' 
trice et sa vitesse formant un angle aigu : ainsi , 
«uivfmt notre définition , le poitjs aéra la forcQ 
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résistante , et la force de l'homme sera solHci-~ 
tante. 

Des forces mouvantes et des forces çives. 

53. On appelle forces mouvantes , des forces 
motric» oïl comparables à des poîda j en tant 
qu'elles sont appliquées à des machiaeï pour 
viùncre des résistances ou produire des mouve- 
nens quelconques ; et comme on emploie sou- 
vent pour cet objet des hommes , des animaux ^ 
des courons d'eau , le vent , les ressorts , Feaa 
réduite en vapeurs par le feu , &c. c'est à ce» 
agens, ou plutôt aux effets qu'ils produisent 
immédiatement sur les corps auxquels ils sont 
appliqués , qu'on donne le nom de forces mou- 
vantes. L'agent s'appelle le moteur f et c'est la 
pression qu'il exerce y ou le mouvement qu'il 
imppme, qu'on nomme la/orce mouvante. 

54. La mécanique ne remonte pas jusqu'aux 
causes premières qui produisent le mouvement; 
ellen'examine pas commentlavolontéde l'homme 
ou de l'animal fait sortir ses membres du repos, 
ou les y ramène spontanément : elle ne voit que 
le fait qui en résulte, ne considère que le mouve- 
ineot déjà produit , et son objet est uniquement 
de rechercher comment ce mouvement une fois 
imprimé, se conserve^ se propage ou se modifie, 
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abstraction faite de toute nonTelle influencw' 
étrangère ; c'est-à-dire, qu'elle n'établit point su 
calculs enr la force facaltalÎTe du moteur , mai» 
seulement sur la force effectÏTe qu'il déploie , et 
que nous venons d'appeler force mouTante. 

55. On aypeUe force vive d'nn corps le pro- 
duit de sa masse par le carré de sa vitesse ; et 
Toici ce qui a pu donner lieu à la considération 
de cette nouvelle espèce de quantité. 
. L'expérience[»roave,comnieonvîentdel'ob' 
«erver, que les hommes, les animaux et antre» 
agens de cette natore, peuvent exercer des forces 
comparables & celles des poids, soit en effet par 
leurs propres poids , soit par les efforts sponta- 
nésdoDt ils sont capables. Or il se présente deu 
manières aussi naturelles Knneque l'autre, d'évar 
luer l'action qu'ils exercent effectivement. L'une 
consiste à voir quel fardeau un homme, par 
exemple, peut porter, ou quel effort évalué en 
pMds il peut soutenir, tout demeurant en reposa 
Alors la force de cet homme est une force de- 
presùon équivalente à tel ou tel poids, et qu'on 
appelle quelquefois force morte (47). 

Ô(>. La seconde méthode d'évaluer la forcs- 
d'un homme, d'un cheval, && est d'examinev 
Touvrage qu'il est en état de faire dans un tempa 
donné; dans un jour, par exemple} par un tra* 
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' Vâil suWL Sous ce point de vue, pour arriver j 
tomme dans le premier cas ^ à une éTaluation 
|)récise, nouspouroos encore i^omparer le résul- 
tat de son travail à l'efTet de la pesanteur ; car il ~ 
test naturel d'évaluer ce travail et par le poid» 
iqu'il peut élever dans un temps donné , et par lA 
hauteur à laquelle il élève ce poids. C'est ainsi 
qu'on l'entend , lorsqu'on dit qu'un cheval équi- 
vaut , pour la force , à sept hommes ^ on ne veut 
pas dire , que si âept hommes tiroient d'un côté 
tet I9 cheval de l'autre ^ il y auroit équilibre ; 
mais que dans un travail suivi y le cheval à lui 
fteul élèvera^ par exemple , autant d'eau dU fond 
d'un puits à une hauteur donnée , que les sept 
hommeaensemhlependantlemême temps. Quand 
bn emploie des ouvriers ^ l'intérêt est de savoir 
(ce qu'ils peuvent faire db travail dans un genre 
analogue à celui dont on vient de parler, bîeti 
plus que de savoir les fardeaux quMls pourroient 
porter sans bouger de place. Cette nouvelle ma- 
nière d'envisager les forces ^ est donc au moïné 
aussi naturelle et aUs&i importante que la pre- 
inièro. Et comme il est sensible qu'élever un 
poids de cent kilogrammes à mille mètres de hau- 
teur est la même chdse dans cette manière d'éva- 
luer les fotcès, qu'élever deux cents kilogrammesÂ 
cinq cents mètres seulement : il suit que les forces, 
hou5 ce nouveau point de vUe , doivent être con- 
férées comme en raison directe des poids à éle^ ^ 
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Ter, et des hauteurs auxquelles il faut les por- 
ter , ou autres travaux comparables à celui-là. 
Or c'est SUT cela qu'est fondée la notion des forces 
VÏTes. 

67. En efiet, soitMunemasse^P son poids, 
g la gravité, dt l'élément du temps, et H la 
hauteur à laquelle P a été éleré. Suivant cette 
nouvelle manière d'envisager les forces, celle qui 
a dû être employée pour élever P à la hauteur H, 
8eraFH;mais(i7) H étant un espace parcouru, 
peut être exprimé par le produit d'une vitesse V 
et d'un temps T ; d'uu autre côté , on a. (48) 

P=^M = ^' , et^iftest une vitesse V (17)- 

. T 

Donc PH = MW — ; donc dt et T étant 
at 

deux quantités homogènes, PH sera le produit 
d'une masse par le produit de deux vitesses , ou 
par le carré de la vitesse moyenne proportion- 
nelle entre y et V ; donc la force P H se résout 
en un produit d'une masse par le carré d'une 
vitesse , comme M u*, en nommant u la moyenne 
proportionnelle entre V et V- Telle est l'origine 
naturelle de la notion des forces vives. Il y eut 
autrefois de grandes discussions sur la question 
de savoir si les forces des corps en mouvement 
doivent être évaluées par le produit de la niasse 
parla vitesse, ou parle produit delamaase par la 
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carré de la vitesse. Cela se rédait , comme on le 
■voit , à une dispute de mots. PoutTu qu'on rai- 
sonne conséquemment aux définiUonSqu'on aura 
une fois adoptées, les conclasions seront tou- 
jours les même», puisqu'on part toujours de» 
mêmes bases. 

58. Sous le nom simple an forces on pait- 
sances , ou de forces proprement dites , on 
comprend les quantités de monvement et le» 
forces motrices; ou si l'on Teut, les forces do 
percussion et celle» de pression, parce qu'elle» 
«ont soumises aui mêmes décomposition» et aux 
mêmes lois. Mais lorsqu'on Teut désigner une 
force Tive, on ajoute toujours l'épithète qui la 
caractérise , c'est-à-dire le mot inve, 

59. Nous venons de voir que la force tIto 
peut se présenter ou sou» la forme Ma' d'une 
masse par le carré d'une vitesse, ou sou» la forme 
PH d'une force motrice par une ligne. Dans le 
premier cas , c'est la force vive proprement dite ; 
dans le second, on pourroit lui donner la déno- 
mination particulière io force vive latente. 
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4^es momens en général, du moment d' activité 
et de 1(1 guantUd d'action. 

60. On appelle ea général mOTitent de force « 
soit de pressiod , soit de percussion , le produit da 
cette force par une ligne (17) ; ainsi la quantité. 
PH que nous avons trouvée (5^) , est le moment 
d'une force motrice P j MuA, en supposantque IU( 
soit nue masse , u une vitesse , çt h une ligue, es^ 
le moment dç |ft force ou quantité àfi moaver^ 
ment Mu. > 

On voit par- là que le moment dV°e force morn 
^rice peut toujoiu-s se résoudre en une force vive,, 
et que le moment d'une quantité de mouvemeni; 
peut toujours se résoudre en une forbe viv& 
multipliée par un temps ^ car A étant une ligne,^ 
est le produit d'une vitesse par un temps. Cette ■ 
espèce de produit se nomme aussi quantité d'ac- 
^on de la masse proposée. Ainsi Mu/t est la 
quantité d'action de \% masse M. 

61. Il y a différentes espèces de mopi^s^ 
f uivant la nature de la ligne c^ui sert de facteur^ 
Ainsi , par exemple , PH qui est le produit d'una 
force motrice verticale P par une ligue H, prise 
9U8SÎ dans te sens vertical, se nommera moment 
d'activité consommé par la force P; et en géné- 
ral , j'appellerai mx)ment d'activité consomma 
par ^ne force motric»} le produit de cette força 
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p~(ir le chemin que décrit le point où elte est ap- 
pliquée , estimé dans le sens de cette force ; c'est-" 
à-dire , le produit de cette force par le chemin 
que décrit le point où elle est appliquée , et par 
lecosious de l'angle de projection, ou angle com- 
pris entre la direction de cette même force , et la 
direction de cette même vitesse. 

J'appellerai au contraire , moment d'activité 
absorbé par cette force motrice, le produit de 
cette force par la Vîtesse du point où elle est 
appliquée , estimée dans le sens opposé à cette' 
force , ou multipliée par le cosinus du suppl&- 
nùent de l'angle de projection. 

Ainsi , puisque deux angles supplëmens l'un 
dé l'autre ont le même cosinus avec des signes 
contraires , il suit que le moment d'activité con~ 
sommé y et lé moment d'activité absorbé par 
une même force motrice , ne sont qu'une même 
quantité prise dans deux sens diamétralement 
opposés ; de même que le sont l'une par rapport 
à l'autre, la force gagnée et la force perdue (4 1 ]. 

63. Nous n^Tons considéré ci-dessus qu'une 
forcePquiestconstBDte, à cause de l'uniformité 
de ta pesanteur : mais si la force motrice étoit va- 
riable, le moment d'activitéconsoirimé peaàant 
un temps infinimentcourt, serbîtleproduitdela 
force à cet instant , par l'espace idfiniment petit 
qu'il paxcourroit pendant ce temps infiniment 
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çonrt , estimé dans le sens de cette force : et le 
moment d'activité consommé par cette même 
force dans un temps donné , swoit la somme de* 
iDomens d'actirité consommés à chaque instant 
par cette force pendant le temps donné. 

Enfin , s'il s'agiseoit d'un système de forces, le 
moment d'activité consommé par tout le sptéme 
dansun temps donné , seroit la «orame des mo- 
mens d'activité consommés pendant ce temps, 
jiar chacune des forces do ce même système. Il . 
en est de même des momeas d'activité absorbés. 

ba. Si l'on conçoit nn système de forces qnel- 
conques, de poids, par exemple, et qu'on lui 
fasse prendreun mouvement arbitraire, la somme . 
des produits de chacune de ces forces par le petit , 
chemin qu'elle parcourra dans on temps infini- 
ment court, en vertu de ce mouvement imprimé, 
estimé dans le sens de cette force, sera le mo- , 
ment d'activité consommé ^sr tout le système ' 
pendant ce temps infiniment court , à l'égard de , 
ce mouvement, imprimé. Supposant donc que m 
exprime chacune-, des masses qui composent un 
système , p sa force accélératrice , et par consé- 
quent jï m sa force motrice ; u la vitesse qui lui 
est imprimée , k l'angle compris entre les direc- 
tions de « et de J5, et enfin rfil'élémentda temps: 
tnp.udt. coa.k sera le moment d'activité con-' 
tommé peivdant dt par le corps m , ou par la . 
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'force mpj à l'yard de la vîteaso u. L'intégrale 
Smp.itdt-cos.kj où l'on suppose que S se rap- 
porte à laËgare du système, sera le moment d'ac- 
tivité consommé pendant le même temps par tout 
■ le système, et enfin'l'intégraleSyVn/j.arfi.cos.^, 
où l'on suppose que /"se rapporte àla durée da 
mouTement , 8»a le moment d'activité consom- 
mé pendant la durée entière du mouvement par 
le système iotal. 

64. Il est clair , d'après ce qui a été dit (5g), 
que Sfmp -udt- COS. Ik est une force vive /a/^n/f, 
qui par conséquent peut se résoudre en une 
quantité de cette forme M y, M étant une masse 
et y une vitesse. D'où il est aisé de sentir, qti& 

' la notion que noua venons de donner desmomens. 
d'activité, doit se rencontrer fréquemment dans 
la théorie de l'équilibre et du mouvement ; soit 
sous la forme des forces vives proprement dites » 
soit sons celle des forces vives latentes. 

J'admettrai , par rapport aux quantités d'ac- 

' tîôn, une distinction analogue à celle que j'ai 
établie ci-dessus pour les momens d'activité des 
forces motrices-. J'appellerai donc quantité d'ac- 
tion f^en^^f par une force motrice à chaqueins- 
tant, le moment d'activité consommé par cette 
force depuis le commencement du mouvement 
multiplié pïir l'élément du temps, et parla yua/i- 
tité d'action acquise par cette même force, le 
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moment d'activité absorbé par cette force, de- 
puis le commencement au mouTement niulti-« 
plié par l'élément du temps. 

La somme des quantités d'action dépensées ou 
acquises par toutes les forces du système à cet 
instant, sera appelée quantité d'action dépensée 
ou acquise par tout le système au même instant. 

Et enfin la somme des quantités d'action dé-> 
pensées ou acquises à chaque instant par tout le 
système, pendant un temps donné, sera appelée 
quantité d'action dépensée ou acquise par tout 
le système pendant ce temps donné. 

65. Nous avons observé ci -dessus , que le 
moment d'une force motrice ou force morte , sa 
i^out en une force vive ; tandis que celui d'une 
quantité de mouvement est ce qu'on nomme 
quantité d'action. Mais si au lieu de multipliée 
cette quantité de mouvement par une ligne, pour 
avoir cette quantité d'action , on la multiplioit 
seulement par une vitesse, on aurbit une force 
Vive ; c'est-à-dire , une quantité du même genre 
qu'un moment de force motrice. Or, comme on 
a souvent à comparer ces deux quantités de 
même genre , je donnerai un nom particulier à 
ce produit de la quantité de mouvement d'un 
mobile par une vitesse ; je le nommerai simple- 
ment moment d'activiié du mobile , pour le dis- 
tinguer de ce que nous avons nommé ci-dessu« 
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pioment d'activité consommé ou absorbé par la 
force motrice ; mais ces deux quantités sont da 
inêtne natiire , et l'une et l'autre peuvent se 
réduire en forces vives. J'appelle donc nioment 
d'activité du mobileà chaque instant, le produit 
de sa quantité de mouvement actuelle, par la 
TÎtesse qu'jl doit avoir l'instant d'après , estimée 
(tans le sens de sa vitesse actuelle. , 

66. Si donc le mouvement est uniforme, le 
inoment d'activité du mobile ne diQëre pas de H 
force vive. 

Si le mouvement change , soit en vertu d'un 
choc, soit pardegrés insensibles, le moment d'ac^ 
tivité du mobile est égal à la quantité de mouvez 
inent actuelle, multipliée par la vitesse qui doit 
rester au mobile l'instant d'après y estimée dans le 
^ens de la première ; et c'est ce que j'appellerai 
moment d'activité- absolu du mobile. 

Si le 9}'^stéme étant dans un état quelconque de 
mouvement , on, vient tout-à-coup à le changer 
d'une manière quelconque, le moment d'activité 
du mobile sera le produit de la quantité de mou- 
vement actuelle, par la nouvelle vitesse que pren-> 
dra te mobile en vertu du changement opéré, et 
c'est ce que j'appellerai manient d'activité du 
mobile à l'égard d^ son nouveau mouvement. 

67 . On appellera moment d'activité d'un sys- 
tème de corps à chaque instant , la somme des 
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inomens d'activité de chacun des corps qui Id 
composent. 

Ainsi , lorsqu'oii Tient à changer tout-à-conp 
le mouTemeat d'un système quelconque, lemo- 
meut d'activité du système à l'égard du nouveau 
mouvement, est la somme des produits de chacune 
desjnasses parsavîtesse actuelle, et par sa vitesse 
nouvelle estimée dans le sens de la première. 

Cette notion des inomens d'activité consom- 
més , absorbés , et proprement dits , est très- 
importante pour ce que nous aurons à dire dan* 
la seconde partie de cet ouvrage. 

Nous appellerons moment de percussion de 
chacun des corps du système , à l'égard d'un 
mouvement quelconque géométrique , la quan- 
tité de mouvement perdue par ce corps en vertu 
de la percussion , multipliée par la vitesse géo- 
métrique de ce même corps. Nous appellerons 
moment de percussion absolu celui de ces mo- 
mens qui a lieu à l'égard du mouvement réel que 
prend le système après le choc. 

Il est clair que ces momens de percussion sont, 
ainsi que les momens d'activité, de même na- 
ture que ce qu'on appelle force vive, c'est-à-dire, 
qu'on peut toujours réduire chacun d'eux au 
produit d'une masse par le carré d'une vitesse. 

68. Tout le monde connoît l'expérience du 
levier , tout le monde sait qu'aree un» très-pe- 
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tite force appliquée à un graud bras de levier, 
on peut soutenir un poids très^considérable ap- 
pliqué à l'autre bras , lorsque cet autre bras est 
proportionnellement plus petit. C'est ce'q^i a 
donné l'idée d'une autre espèce de moment dont 
on fait grand usage en mécanique. On appelle 
donc moment d'une force à l'égard d'un point 
fixe , le produit de cette force par la distance de 
sa direction à ce point fixe. Ainsi , par exem- 
ple , si aux extrémités d'un levier droit , on . 
applique des poids inégaux , et qu'on place le 
point d'appui entre ces deux poids , de ma- 
nière que le point, d'application divise la lon- 
gueur du levier en raison réciproque de ces 
poids, les momens de ces mêmes poids à l'égard 
de ce point fixe , seront égaux. Or l'expérience 
prouve qu'alors il y aura équilibre entre les deux 
poids. 

Lorsque Fon considère les momens de plusieurs 
forces par rapport à un même point, ce point se 
nomme centre des momens. 

69. On rapporte aussi les momens des forces 
à des droites prises à volonté dans l'espace, et 
qu'on nomme axés des momens. Le moment d'une 
force à l'égard d'un axe , est le produit de cette 
force estimée suivant le plan perpendiculaire à 
cet axe, c'est-à-dire la projection de cette force 
■ur ce même planj de cette projection, dîs-je. 
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inultjpliée par la distance de sa direction , ail 

point où l'axe traverse le plan. 

•^O. Enfin , si une force est appliquée à un 
point ou mobile quelconque , le produit de cette 
force par la distance de ce point d'application au 
même plan , est appelé moment de celte force à 
l'égard de ce plan. 

71 ' QuaAt à ce que nous avonfi désigné ci-^ 
dessus sous le nom de quantité d^action, el\ë 
, donne lieu à un très-beau principe applicable 
principalement au ca^ où les forces motrices qui 
animent les diverses parties du système sont des 
forces d'attraction ou de répulsion. Ce principe , 
qui appartient proprement à Lagrange, se trou- 
vera dans la seconde partie de cet ouvrage^ 

iJes if^pothèses gui peuvent être admises comme 
lois générales de l'équilibre et du mùuve' 
ment. 

7a. En citant , comme nous l'avons fait ju»> 
qu'ici, quelques expériencesou faits généralement 
connus, nous n^av.onseu d'autre objet, quedd 
montrer ce qui a pu faire naître successivement 
les diverses notions que nous avions à dévelop- 
per. Maintenant il s'agit d'établir sur ces faits^ 
et sur les autres observations qui peuvent encore 
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«'offrir, des hypothèses qui fle trouvent cons' 
tammeat d'accolé avec ces observations, et qua 
dès- lors on puisse regarder comme des lois géné- 
rales de la nature. Je vois d'abord exposer ici ces 
hypothèses telles qu'on a cm pouvoir les induira 
dés phénomènes les mieux constatés : je déve* . 
lopperai ensuite les expériences et les raisonne- 
mens qui les appuient On pourra remarquer que 
ces hypothèses rentrent en partie les unes dans 
les autres ; mon objet n'a pas été de les réduire 
BU plus petit nombre possible; il me suffît qu'elles 
ne soient point contradictoires et qu'elles soient 
clairement entendues : car , ainsi que je l'ai déjà 
observé , les répétitions peuvent nuire à l'élé- 
gance ; mais elles sont peut-être plus propres à 
confirmer les principes , en faisant voir comment 
ils ne sont , pour ainsi dire , que les mêmes véri- 
tés qui reparoissent toùjoure sous des formes dit-, 
férentes. 

'jo. Je répéterai d'abord, qu'il ne s'agit point 
ici des causes premières qui font naître le mou- 
vement dans les corps , mais seulement du mou-* 
vement déjà produit et inhérent à chacun d'eux. 
C'est cette quantité de mouvement déjà produite 
dans un corps , qu'on nomme sa force ou sa puis- 
sance. Ainsîles forces, t^les qu'on les considère 
6a mécanique, ng sQnt point de? êtres métaphy- 
siques et abstraits : chacune d'elle réside dan». 
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une masse déterminée ; elle est le produit de cette 
masse par la TÎtesse que le corps prendroît , s'il 
n'étoit gêué par ceux des autres corps dont le 
mpuTCraent eat incompatible avec le sien. Cette 
incompatibilité fait perdre aux una une portion 
de la qufUitité de mouvement qu'ils avoient ; elle 
en fait gagner aux autres, elle en fait naître dans 
ceux qui n'en avoientpas; chacun d'eux prend 
une sorte de vitesse combinée entre celle qu'il 
pouvoit avoir déjà , et celles qui lui sont nou- 
Tejlementïmpriméesde toutes parts. Or c'estcette 
vitesse combinée qu'il faut déterminer pour cha' 
que instant et pour chaque point du système , 
lorsqu'on connoît la figure des diverses parties 
qui le composent, leurs masses et les vitesses 
qu'elles sont censées avoir reçues préalablement , 
soit par des chocs antérieurs , soit par des agens 
extérieurs, de quelque nature qu'ils soient. Ainsi , 
en un mot, ce ne sont pas précisément- les lois 
du mouvement en général que nous recherchons, 
mais les lois de la communication des mouve- 
mens entre les différentes parties matérielles d'un- 
méme système. Pour cela , nous établissons d'a- 
bord certaines hypothèses ^ d'après lesquelles 
nous supposons que s'opère en effet cette com- 
munication des mouvemens j nous comparons 
ensuite les conséquences qui en résultent, avec- 
les phénomènes , et si nous trouvons qu'ils s'ac- 
jcordent, nous concluons que nous pouvons con- 
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sidérer ces hypothèses comme lee rentables lois 
de la nature. 

i"* Hypothèse. Un corpaunefois mis enrepos, 
ne sauroit en sortir de lui-même, et une 
fois mis en mouTement , il ne sauroit de lui- 
même changer ni sa vitesse, ni la direction 
de cette vitesse. 

a* Hypothèse, Si . aux différentes parties d'un 
système quelconque de corps en équilibre , 
on imprime de nouvelles forces, qui si elles 
étoient seules , se feroient aussi mutuelle- 
ment équilibre , l'équilibre du systéme^ne 
sera pas troublé. 

3* Hypothèse. Lorsque plusieurs forces , tant ac- 
tives que passives , se font mutuellement 
équilibre, chacune de ces forces est toujours 
égale et directement opposée à la résultante 
de toutes les^ autc^ 

4' Hypothèse. Les quantités de mouvement ou 
forces motrices qui se détruisent à chaque 
instant dans un système de corps, peuvent 
toujours être décomposées en d'autres forces 
égales deux à deux et directement oppo- 
sées, suivant la ligne droite qni joint les 
mobiles auxquelles elles appartiennent ; et 
ces forces peuvent être regiardées comme 
' détruites respectivement dans chacunde ces 
. cprps par l'action de l'autre^ 

4^ 
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£* Hypothèse. L'action que deux corps contîgus 
exercent Tun sur l'autre par choc , pression 
ou traction , netlépend point de leur vitesse 
absolue , mais seulement de leur vitesse re- 
lative. 

Celle que deux corps ne se communiquent 
que par des corps interposés , se transmet 
de proche en proche de l'un à l'autre, par le 
moyen de des corps interraédinîres : de sorte' 
qu'elle se résout toujours en une suite d'ac- 
tions qui s'e£xercent immédiatement entre 
deux corp» contigud. 

6' Hypothèse! Les quantités de mouvement ou 
les forces mortes que s'impriment récipro* 
quement les corps par des £ls ou des verges^ 
sont dirigées dans le sens de ces fils ou de ces 
Tcrgesj et celles qu'ils s'impriment par choc 
ou pression , sont dirigées suivant la peiv 
pendiculaire élevée 41ear surface commune 
au point de contact. 

7' Hypothèse. Lorsqoe les corps qui se choquent 
sont parfaitement durs ou parfaitement 
mona, ils nuurchent toujours, de compagnie 
après te ^loc; c'est-à-dire suivant la ligne 
dé leur- action réciproque qui, suivant l'hy- 
pothèse précédente , est tonjours perpendi- 
culaire à leur surface commune au point de 
contact 

Lorsque lei corps sont parfaitement élas- 
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tiqneS} ils se séparent après le choc avec une 
TÎtesse relative égale à celle qu'ils avoieDt 
dans le sens opposé immédiatement avontie 
choc. ., , 

Lorsque les corps ne sont ni parfaXtemeftt 
durs , ni parfaitement âastiques , les corps 
se séparent avec une TÎtèsse relatirtsplus 
ou moins grande, suivant le d^é.d'éïas-* 
ticité. 

Expériences et raisonnemej^a sur lesquels sont 
fondées le^ hypothèses précédentes. 

74. Sur la première Jvypotjièse. L'expérience 
j)rouve , que si sur une table horisontale parjEai- 
temeut un je , on place une boule sans.luHnipri- 
mer anctu;i;.ii;iouvement, cette^ boule restera eu 
repos jusqu'à ce qu'on vienne l'en tirer. £^t ci) 
effet , à. ne considérer ,1a ch^ que soi^p, le .i^pr 
port ^ seul raisonnement, pu ne voi^ p^ P^f^'T 
quoi ce corps .prendront de lui-même un mouve* 
meotpl^t6td'uncâtéquede}'sutr^NousTDyonSf 
àla vârité', des êtres.qui se meuvent «pontanér 
ment, mpi^ c'est qu'ils ont en eux un. principe 
vital doBt.op fait ici abstraction., ou bien ils sont 
entraînés par dès-causes estâmes que l'expérience 
apprend à connoître, comme la pesanteur. Pe 
plus , l'analogie fait présumer que la Ëgure da 
i^prps ne fait rien à la propriété dont il s'agit , el 
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que ce qai a lieu pour un globe placé sur une 
table horizontale y doit s'étendre à tous les corps 
piAsibles i dans toutes les positions possibles , 
pourvu qu'ils soient dégagés de toute influence 
étrangère. La première hypothèse proposée ci- 
dessus, parolt donc être, quant au premier point^ 
autant, d'accord avec le raisonnement qufavec 
^'expérience. 

75. Maintenant^sî l'envient àmettre la boule 
dont il s'agit, en mouvement sur la table , l'ex- 
périence prouve qu'elle continuera ensuite à se 
mouvoir uniformément et en ligne droite, à 
moins qu'on ne vienne à la déranger par quelque 
nouvelle impulsion.' - 

Ce fait s'explique par les mêmes observations 
que le précédent , mais avec un peu ntbiiis d'évi- 
dence. Si le corps une fois mis en moutement 
dévioit de sa première direction , on ne voit patf 
pourquoi ce seroit à droite plutôt qu'à -gaucbe. 
Quant à ce qui regarde la vitesse, on ne' vâit pas 
non plus pourquoi elle diminueroit plutôt que 
d'augmenter. A la vérité , on sait que tout mou- 
vement tend à s'afibiblir par degrés, et finit tou- 
jours par s'anéantir totalement. Mais on remar- 
que bientôt , que cette déperdition de vitesse est 
l'effet des frottemens et de la résistailce de l'air; 
Cela se confinne , en suspendant sur un pivot 
bien pointa un balancier horizontal , portant H 
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ses extrémités deux corps égaux taillés en len- 
tille» pour mieux fendre l'air j car alors le mou- 
Tement circulaire une fois imprima y se conserra 
très-loDg'temps ; et' la conviction devient entière 
lorsqu'on réfléchit que les astres qui parcourent 
desinterralles immenses arec des mouTemens si 
rapides , n'en ont sensiblement rien perdu depuis 
tant de siècles qu'on les observe. Nous sommes 
donc autorisés à regarder encore cette seconde 
partie de l'hypothèse proposée ci-dessu&^comme 
fondée tout-à-la-fois sur l'expérience et sur, le 
. raisonnement 

Cette hypothèse est le principe connu sous la 
nom de loi 4'i^ertie; et on l'exprime ordinaire- 
ment , en disant que tout corps persévère dans 
son état de repos ou de mouvement uniforme et 
Tectiiigne> jusqu'à ce qu'il reçoive l'action d'une 
puissance étrangère. 

76. Sur la seconde hypothèse. La seconda 
hypothèse porte le caractère de la presque évi- 
dence ; car si. d'une part plusieurs corps se font 
mutuellement équilibre , leurs mouvemrais se 
trouvent anéantis par leur action réciproque j 
donc deux ou plusieurs actions de cette nature 
exercées simultanément doivent se détruire pav 
parties, comme si elles avoient lieu isolém^ent. 
Par conséqnent leur résultat doit être' l'équi- 
..libre. Ce raisonnement paroit du moins.conforma 
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à la BÎmpIicité qu'on remarque dans toutes les 
opérations de la nature, et il est en effet con&r- 
mé par l'expérience. 

77< On peut conclure de-Ià, par exemple, 
que 6Ï pluûeurs forces se font équilibre , et que 
I'uned'eDtreelIes,commeB'(fig.5),tirelepointA 
par un cordon AB; on pourra appliquer cette 
force B à tout autre point desa direction commeC, 
san^ altérer l'équilibre. Car si l'on ajoute au cor- 
don deux forces égales et directement opposées 
C, D, l'équilibre subsistera d'après la seconde 
liypothèse } ensuite si l'on supprime les deux 
forces égales et opposées B , O, l'équilibre sub- 
sistera encore par la même hypothèse. Donc 
l'équilibre n'aura point été dérangé, en substi- 
tuant la force C à la force B. 

78. Sur la troisième f^othêse.îJexpéTiencm 
prouvé que si un globe A en repos est frappé 
tou^-la-fois par d'autres globes B , C, D , £ , 
F (fig. 6), et qu'il en résulte équilibre, la résul- 
tante des quantités de mouTement de tous ces 
coi^s choquans est o; et que par conséquent, 
chacune de ces quantités de mouTemens est égale 
et directement opposée à la' résultante de toutes 
les autres. 

L'expérience proure également, que si plu- 
sieurs forces mouvantes m, n^p^q (Êg. 7) , «• 
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'font mntnellement équilibre autour d'un point A 
en le tirant par .des cordons , la résultante, de 
toutes ces forces sers o ; et que par conséquent , 
chacune d'elles est égale et directement opposée 
àla résultante de toutes les autres. 

79. Ces expériences s'expliquent par des rai- 
sonnemens plausibles, et en les généralisant par 
induction , nous établissons la troisième de nos 
hypothèses. 

Ëo effet , nous avons appelé en général force 
résultante de plusieurs autres appliquées au même 
point, celle qui estimée dans un sens quelcon- 
que , esf égale à la somme de toutes les autres 
«stimées dans te même' sens. 

Concevons donc que plusieurs forces appli- 
,<iuées an point K (&g. S) se fassent mutuelle- 
ment équilibre, et soit Ka l'une de ces forces. 
Menons par le point £. une droite quelconque 

KM, et supposons qu'à la place de Ka on en 

substitue deux autres oui en tiennent lieu, l'une 

Ko' dirigée suivant KM, l'autre Ko" perpendi- 
culaire à cette première. Si l'on conçoit une sem- 
blable opération pour toutes les forces qui se 
font équilibre autour du point R, l'équilibre 
subsistera, et il n'y aura plus dans le système 
que deux sortes de forces, les unes dirigées suivant 
la. droite KM, les autres perpendiculairement à 
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cette même droite. Mais comme ces dernières ti« 
favorisent pas plus celles qui tirent dans le sei» 

KM , que celles qni tirent dans le sens opposé : 
on ponrrà les supprimer sens que l'équilibre soit 
troublé, n ne restera donc que les forces dirigées 

sur la ligne KM , qui derront se faire équilibre. 
Or cela ne peut avoir lieu sans que la somme de 
celles qui tirait dans un sens ne soit égale à 
la somme de celles qui tirent dans le sens opposé. 
Il reste donc à savoir ce que c'est que chacune 
de ces forces. 

Or puisque Ka" estimée dans le sens KM e&t o, 
il est clair qu'elle n'entre pour rien dans la force 

Ka estimée dons le même sens. Donc cette force 
Ka, estimée dans le sens KM, ne sera ni pim 
grande ni pins petite, que la. force partielle seule 
Ka' estimée dans le même sens ; c'est-à-dire que 
les points a et a' doivent se trouver sur- la même 
droite perpendiculaire à KM, on ce qui reriràt 
au même , Ka' doit être la projection de Ka^ on 
enfin cette même force Ka estimée dans le sens 
KM. Et comme le même raisonnement a lieu 
pour toutes les autres forces du système, il suit 

que les forces' dirigées sur la droite KM, ne sont 
autre chose que les forcesmême proposées, toutes 



1.;. Google 



ET DU MODVEMENT. 67 

estimées dans le sens de KM. Donc puisqu'il 
doit y avoir équilibre, la somme de toutes ces 
forces dirigées suivant KM doit se réduire à o ; 
c'est-à-dire que la somme des forces proposées 
toutes estimées dans le sens de KM , se réduit à 
zéro ; et que par conséquent chacune d'elles est 
égale et directement opposée à la somme de toutes 
les autres. 

80. Le raisonnement confirme donc l'expé- 
rience d'une manière très - plausible , lorsque 
tontes les forces proposées se réunissent en un 
même point. Maintenant soit (fig. 9) une ma- 
chine funiculaire à plusieurs noeuds A, B, G: 
ée que nous avons dit du point K-dans la figure 
précédente , pourra s'appliquer à chacun des 
nœuds À , B, C en particulier : ainsi la résultante 
des forces Am, Are, Ao, sera ég^lé à la tension 
du cordon AB et dirigée suivant B A : et pareil- 
lement la résultante des forces C«, Ct, sera égale 
à la tension de CB et dirigée suivant BC : donc 
la résultante de toutes les forces du système pas- 
sera par le point B , et ce cas sera ramené au cas 
précédent ; de sorte que chacune des forces Bp , 
B^, 'Br, sera, par ce qui a été dit ci-dessus, 
égale et directement opposée à la résultante de - 
toutes les autres. 
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Or , comme îl est aisé de soilir qae ce qu*oii 
Tient de dire de la inacliiae funicnlaire proposée 
peat g'apptiqaer à tous les systèmes possibles de 
force, il est éridnit que tiotre troisième hypo- 
thèse peut être admise comme une loi générale 
de la nature. ' -« 

ol. Il suit évidemment de là , que s'il n'y a 
que trois forces dans le système en équilibre , 
chacune d'elles pourra être représentée par une 
droite égale et directement opposée à la diag'- 
nale du parallélogramme formé sur les droites 
qui représentent les deux autres puissances: prin- 
cipe important , et connu sous le nom de paral- 
lélogramme des forces. 

8a. Sur la quatrième TvfpoîliÀse. L'expé- 
rience prouve, que soit qu'oa veuille tirer un 
corps de son état de repos , soit qu'on veuille 
l'arrêter lorsqu'il est en fnouvement , soit qu'on 
veuille seulement le détourner de sa route , ou 
modifier sa vitesse d'une manière quelconque , 
on éprouve toujours une résistance d'autant plus 
grande, que le changement qu'on veut opérer 
est plus considérable. Sil'on frappe un corps avec 
la main , on éprouve de sa part un coup sembla- 
ble dans le seus contraire* Si on le tire avec un 
fil , ce fil est également tendu des deux côtés. Si 
on chasse une bille sur une table, le bâton dont 
on se sert est repoussé eu arrière par le choc, en 
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mêmetemps que le corps partpour aller en avanN 
Si l'on met sur la tablé un autre corps qui attire 
le premier comme l'aimant attire le fer, le pre- 
mier corps attirera le second d'autant , et cha- 
cun fera nue partie dn chemin pour se rappro' 
cher de l'autre. 

Si le corps est parfaitement dur, et si un autre 
corps également dur et ^al à lui en masse et en 
vïtesse Tient à sa rencontre en sens directement 
apposé , les deux mouTemens seront anéantis. 

Si l'on double en même temps la masse de 
l'un et ta vitesse de l'autre * il y aura de même 
équilibre. La même chose aura lieu, si l'on tri- 
ple la masse de l'un «t la vitesse de l'autre, et 
en général, tant qu'on augmentera, on dimi- 
nuera cette masse et cette vttesse dans un même 
rapport 

L'explication de tons ces faits est très-nata- 
relle ; car les lois de le natnre devant être les 
mêmes ponr toutes les parties de la matière pla- 
cées dans des circonstances semblables , Vin ne 
Toit pas, par exemple, pourquoi dans le choc 
des corps égaux et animés de vitesses égales et 
contraires dont noua venons de parler, il arri- 
v«oit à l'un ce qui n'arrivwoit pas à l'antre : 
pourquoi le premier l'emporteroit sur le second. 

85. H n'est pas, à la vérité, également clair 
queréquilibredoi Te subsister lorsqu'on augmente 
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OU diminue en même raison la masse de Vtm et 
la vitesse de l'autre. 

Néanmoins on conçoit, que si un corps Jmible 
d'un autre en masse vient à le choquer , il doit 
agir sur celui-ci comme deux corps égaux cha- 
cun à ce dernier ; et que si celui-ci a à son tonr 
une vitesse double de celle du premier , il doit 
aussi agir comme deux corps réunis, qui n'au- 
roient chacun que lamoitié de la vitesse du total , 
et qu alors il n'y a aucune raison pour que l'un 
l'emporte sur l'autre. L'équilibre doit donc avoir 
lieu dans ce cas-ci comme dans le cas précédent : 
ce qui étant confirmé par maintes expériences , 
ne laisse plus, aucun doute. 

84. Il parott donc certain qu'en général toutes 
les fois qu'un corps imprime du mouvement. à 
un autre, il en reçoit i son tonr une même quan- 
tité dans le sens contraire ; du moins tant que le 
choc est direct et s'exerce entre deux corps-sçu- 
lement. Mais l'analogie nous porte à penser qu'il 
doit en être de même en quelque nombre que 
soient ces corps , et quelles que soient les direc- 
tions de leurs mouvemens ; et tous les phéno- 
mènes de la nature confirment cette loi impor- 
tante i qu'on exprime ordinairement , en disant 
que la réaction est toujours égale et contraire 
à l'action. 
. Cette loij comme l'obserre très-bien Maclau- 
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rin, n'est en quelque sorte qu'une généralisation 
delà loi d'inertie contenue dès la première hy- 
pothèse donnée ci- dessus; c'est-à-dire, quesui- 
Tant les expressions de cet illustre géomètre, 
» non^-seulementun corps isolé ne change ^âmais' 
» son état de lui-onéme; maisque lorsqu'il y a- 
ï) plusieurs corps qui agissent les uns sur les au- 
to très, l'un n'acquiert aucune force nouvelle qui 
B ne soit perdue par un autre dana la même di- 
u rection } d'où il suit, que quoique par le choc 
»ie mouvement passe de l'un à l'autre, cepen- 
» dant la somme de leurs quantités de mbuve- 
i> ment , estimée dans une direction donnée , est 
v toujours la même, et qu'elle est inaltérable par 
» leurs actions mutuelles. Ainsi cette loi de l'éga- 
n lité entre l'action et la réaction , sert à rendre 
» la loi d'inertie plus générale, et à l'étendre k 
» un nombre de corps quelconque. Car, comme 
u par celle-ci , un corps persévère dans son état 
» de repos ou de mouvement uniforme en ligne 
» droite , jusqu'à ce qu'il soit affecté dé quelque 
B cause externe; de même, par la loi del'égalité 
» entre l'action et la réaction , la somtne des quan- 
x tités de mouvement d'un nombre quslconqjae 
» de corps , estimées xlans unedjrecfipn donnée,'. 
» persévère la même, malgré les chocs oU l'âc- 
» tion mutuelle de^ corps particuliers , jusqu'fif 
V ce que quelque iuQuence externe, vienne à leii 
u déranger »• 
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85. Quelque compliqué que soît le sysiéme, 
et quand même le mouvement seroit transmis 
d'un corps à l'autre par une machine ou par une 
suite de corps întermédiaireB , Faction récipro- 
que de toutes les parties du système , ne s'en ré- 
fioudroit pas moins en un système d'actions et 
réactions partielles , égales et directement oppo- 
sera deux à deux j car alors l'action qui s'exerce 
entre les corps éloignés, passe de proche en 
proche par l'action immédiate qui s'exerce entre 
4es corps contigus considérés deux à deux. 

86. Il résulte donc de tout ce qui vient d'être 
dit, que la quantité de mouvement gagnée par 
un corps quelconque , est la résultante des quan- 
tités de mouvement 'partielles , qui sont censées 
lui être imprimées par tous les autres corps du 
système , et que la quantité de mouvement per-^ 
dueestia résultante de toutes celles qu'il estcensé 
imprimer lui-même à chacun de ces autres corps. 

Donc la résultante de toutes les forces qu'il 
imprime est toujours égale et directenient oppo- 
sée à la résultante de toutes celle^ gu'il reçoit. 

■ 87. Cette loi a non-seulement lieu pour les 
corps durs, mais pour cettx de toutes es^tèces. 
L'élasticité pent augmenter là quantité de mou- 
vement qne les corps s'impriment respective- 
. iftent. Mais comme ils sedébandent avec la même 
énergie dans les deux sens opposés^ la somme 
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totale r^te la mêine dons chaqae sens. Enfin , dit 
encore Maclaurin, «Cqous ne connoissoDs dans 
» uD corps d'autre façon de perdresa force, qu'ea 
» la communiquant à un autre». 

88. Il peut paroitre d'abord que cette loi doit 
souffrir exception dans le cas où il y a des points 
fixes dans le système : mais le fait est, qae dans 
la nature il n'existe réellement aucun point véri- 
tablement fixe : ces points regardés comme fixes t 
pour la facilité des calculs , ne sont que desmasses 
très-considérables , et qu'on regarde comme in- 
finies à Pégard des autres corps du syatémcÂiDdi 
le point d! appui sur lequel tourna' un levier > est 
lié au globe de la terre, il est censé 119 fiire qu'on 
avec elle, il paroît fixe et ne l'est pas, et Ita 
quantités de mouvement perdues par le» corps 
suspendus à oe levier, sont gagjaées par le globe 
même de la terre, où elles deviennent inseiuibles 
et inappréciables pour nous. Ce qui fait que nouji 
regardon» -ce point d'apipui coçasoQ téellsment ' 
fixe et capable de détruirç Us: forcée qui lui. sttnt 
imprimées-, et qu'ttn eet obUgé.^ en ptécabi^e^ 
de tenir cQ^i^te d^ cfisjforeeg eomme^i elleâ:dé- 
rogeoient en effet à cette égalité constante eetro 
l'action et la Téa^o;i:«n s^^iKwtjFtô'a... .:, 

,; i... . . ■ '.■■■.1. j 

89. Surîacinguiéme^pothèse.h'eTi^étienof 
prouve , que si quand plusieurs corps agia^nt 
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les uns BUT les antres , le système général est em- ■ 
porté d'un mouTement commun dans un sens 
quelconque, que par exemple , ai c'est une table 
comme celle d'tm billard , placée sur un vaisseau 
qui voyage, les résultats seront les mêmes que 
ci-dessus ; c'est-à-dire que les corps se compor- 
teront l'un à l'égard de l'autre, comme si la table 
éloît fixe. 

En effet, il paroît tout simple que l'intensité 
du choc entre deux corps ne dépende pas de leur 
mouvement commun , mais seulement de la ra- 
pidité avec laquelle ils tondent à se rapprocher 
l'un de Tautre. Ils ne se heurtent ou ne se tirent 
qne parce qu'ils sont animés de mouvemens in- 
compatibles. On ne voit donc pas pourquoi ces 
niouvemens se modifieroient au-delà de ce qui est 
strictement nécessaire pour que les corps cessent 
de se gêner, et leurs mouvemens d'être incom- 
patibles ; c'est-à-dire , donc que cotiformément 
àJa cinquième hypothèse , les quantités de mou- 

' vement que s'imprimentréciproquementles corps 
qui agissent l'un sur l'autre , en se poussant ou 
en se-tirant, ne dépendent poipt de leurs vitesses 
absolues , mais seulement' de leurs vitesses rela- 
tives. 

Quant à la seconde partie -de l'hypothèse, qui 

-considère l'action qu'exercent l'un sur l'autre 
par choc, pression ou traction, deux- corps qui 
sont séparés par d'autres corps , l'expériencei 
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apprend que Faction n'est pas dirigée suivant la 
droite qui les joint, comme pour ceux qui agissent 
immédiatement l'un sur l'autre ; mais qu'elle 
passe d'abord de ceux-ci dans ceux qui leur sont 
contigus j et qui peuvent en absorber une par- 
tie } qu'ensuite ceux-ci transmettent ce qui reste 
aux autres corps arec lesquels ils sont en conti- 
guïté ; ainsi de suite y depuis le premier jusqu'au 
dernier des deux corps considérés, de manière 
que l'action ne résout toujours en une suite d'ac- 
tions immédiates. Il est naturel de penser que 
cela doit être ; car si l'on supprimoit les corps 
intermédiaires entre le premier et le dernier, il 
n'y anroit plus d'action réciproque, puisque l'im- 
pénétrabilité ne les empêcheroit plus de suivre 
cbacuD sonimpulsion.Ilfaut donc que cette action 
soitreçue d'abordparles corps intermédiaires les 
plus voisins , et qu'elle passe ensuite de proche 
en proche du premier jusqu'au dernier. 

Sur la sixième hypothèse. Si deux globes , au 
lieu de se choquer directement, se cboquoient 
obliquement , c'est-à-dire de manière que leurs 
vitesses ne fussent pas dirigées suivant la ligne 
des centres, l'équilibre n'auroit pas lien, quelles 
que fussent ces vitesses. 

Ou sent en effet que quand deux corps vien- 
nent à se choquer , la quantité de mouvement 
ou la force morte que chacun d'eux imprime à 
l'autre , doit être dirigée perpendiculairement à 
5 
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leur surface commune au point de contingence ; 
car on ne voit aucune raison pour qu'elle soit 
incIiDée k cette perpendiculaire, plutôt dans un 
sens que dans l'autre. L'action réciproque entre 
les deux globes , doit donc être dirigée suivant la 
ligne des centres ; et puisque les vitesses ont une 
autre direction , les quantités de mouvement 
respectivement imprimées ne peuvent détruire 
ces vitesses. On peut donc induire de cette expé- 
rience comme du seul raisonnement , que con- 
formément à l'énoncé de la sixième hypothèse , 
lesquantités de mouvement que s'impriment res- 
pectivement les corps par leur choc , sont tou- 
jours dirigées perpendiculairement à leur surface 
commune aU point de contact. 

90. Sur la septième hypothèse. L'expérience 
prouve , comme on l'a vu ci-dessus , que quand 
deux corps durs viennent à la rencontre l'un de 
l'autfe en sens opposés, avec des quantités de 
mouvement égales, il y a équilibre. Elle prouve 
aussi , que si ces corps sont animés de quantités 
de mouvement inégales, l'équilibre n'aura pas 
lieu j mais que ces corps n'en marcheront pas 
moins de compagnie après le choc. 

On ne voit pas, en effet , ce qui pourroit obli- 
ger ces corps à rejaillir en sens contraires. Il est 
naturel de penser , qu'il n'y a que la restitution 
des ressorts lorsqu'il y en a , qui puisse produire 
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cet effet , et que par conséquent les cor^i étant 
supposés parfaitement dure^ ils ne doivent agir 
l'un sur l'autre qu'autant qu'il est nécessaire 
pour que leurs mouvemens respectifs soient 
anéantie : et en suivant cette présomption pftr 
analogie, on sera porté à penser que dans le 
cboo des corps durs , et par la même raison , 
dans le choc des corps mous, qui sont également 
sans ressort , en quelque nombre et de quelque 
forme qu'ils soient , leur vitesse relative après 
le choc, c'est-à-dire, estimée dans le sens de leur 
action réciproque , ou perpendiculairement à 
leur surface commune aux points de contingence, 
doit toujours être nulle. 

gi. Comme, au contraire, dans le choc 'des 
corps parfaitement élastiques , la restitution des 
ressorts est supposée se faire par les mêmes de- 
grés que la compression dans le sens opposé , il 
paroit tout simple de conclure, que les corps se 
sépareront après le choc avec la même vitesse re- 
lative que celle qu'ils avoient dans le sens con- 
traire Avant le choc ; ce qui est conforme à la 
septième hypothèse. 

Ainsi , toutes les hypothèses proposées sont 
établies de la manière la plus plausible , par les 
faits et par le raisonnement. Nous regarderons 
donc ces hypothèses comme les véritables lois de 
la nature , en attendant que de nouveaux phéno- 
mènes Tiennent les confirmer on les détruire. 
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(Diverseê conséquences déduites des hypothèses 
précédentes. Ce qu'Ain nomme force d'inertie. 
Propriétés des forces qui concourent vers un 
même point. Des forces parallèles et du cen- 
tre de gravité. 

93. Sur la force d'inertie. Suivant la pre- 
mière hypothèse , tout corps persévère dans sod 
état de repos ou de mouvement uniforme et rec- 
' tiligne , jusqu'à ce qu'il en soit tiré par l'action 
d'un autre corps. Lorsque cet autre corps vient à 
frapper le premier , chacun de ces corps prend 
une nouvelle quantité de mouvement , qui est la 
résultante de celle qu'il avoit et de celte qu'il 
gagne , et cette quantité de mouvement qu'il 
gagne, «st censée lui être imprimée par l'autre 
corps. Ainsi le premier des corps ci-dessus reçoit 
du second une certaine quantité de mouvement 
qui se combine avec celle qu'il avoit déjà , et qui 
donne ainsi pour résultante celle qu'il doit avoir 
après; et réciproquement celui-ci, en vertu du 
principe de l'égalité entre l'action et la réaction, 
imprime au second corps une quantité de mou- 
vement égale et contraire à celle qu'il en reçoit. 
Or cette quantité de mouvement que chacun de 
ces corps imprime à l'autre , lorsque celui - ci 
dérange le mouvement du premier , s'appelle 
force d'inertie de ce premier. 



1.;. Google 



ETDUMOtJVEMENT. 69 

93. La même chose a lieu lors^'il s'agit d'un 
système de corps. 

On appelle alors force d'inertie de chacun 
d'eux à chaque instant , la résistance qu'il oppose 
à son changementd'état, c'est-à-dire la réaction 
qu'il exerce sur le système des autres corps qui 
le font passer du repos au mouvement ; du mou- 
vement au repos , on d'ut) mouvement à un autre 
mouvement r c'^est, en un mot, une force égale 
et contraire à celle qu'il faut imprimer à ce mo- 
bile , pour le faire passer de l'état où il étoit , à 
fwlui où il se trouvera TinstaRt d'après^ 

D'où il suit j que si l'on décompose la vitesse 
effective du mobile avant le choc en deux autres, 
dont l'une est celle qu'il doit prendre après le 
choc ; l'autre multipliée par la masse de ce mo- 
bile, sera ce qu'on nomme sa force d'inertie aa 
moment du choci. 

94. ir ne faut pas conFondl'e \a force d'îner- 
iie avec îa quantité de mouvement perdue. Pour 
avoir celle-ci , il £aut (4 1 ) décoinposer la vîtssser 
qu'auroit prise le mobile l'instant d'après s'il 
eût été libre, en deux, dontFuae soit celle qu^Él 
prendra- réellemeot f l'autre , multipliée par \a> 
masse du mobile, sera la. quantité de moave-<- 
ment perdue. La différence est y q|t»e pour ce derÀ 
nier ces, on doit décomposer la vitesse avec'la^ 
iquelle le corps tend à se qiouvoir Fiostant d'après^ 
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aulieuquepoar la,force d'inertie , c'est la vitesse 
arec laquelle il se mouroît réellement l'instant 
d'aaparavant qu'il faut décomposer :\ or ce n'est 
pas toujours la même chose j parce qu'il peut 
survenir à l'instant du choc une force motrice 
qui ii'entre point dans la décomposition néces- 
saire pour avoir la force 4'iD3>*tie , et qui entre 
dans celle qu'il faut faire pour obtenir la vitesse 
perdue. Ces deux quantités, saf oir la force d'iner- 
tie et la quantité de mouvement perdue , se con- 
fondent lorsque le système se meut uniquement 
en vertu d'un mouvement précédemment acquis, 
parce qu'alors , en vertu de la seconde hypo- 
thèse , chaque corps conserveroit , s'il étoit libre^ 
la vitesse précédemment acquise. Mais il n'en est 
pas de même lorsque les corps sont animés de 
forces motrices, car alors il est clair que la quan- 
tité de mouvement que chaque -corps prendroit 
s'il étoit libre, est composée de celle qui étoit 
précédemmeiit acquise, et de celle que fait naître 
la force motrice. Donc alors la quantité de mpu- 
T^nent perdue par le chcc , mt la résultante de 
trois forces ^ savoir , i°. la. quontitéde mouve- 
ment acquise ou avdnt le cboè ; a^.ia qmntifé 
de mouvement imprimée ptlr la fôïce motricef 
S", la quantité de mouvement égale et contraire 
à. celle qui doit rester- au mobile après Icrchoc. 
Mais'par la défiitition que nous venons dsdon-e 
ner de la force d'inertie, la quantité de mouve* 
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ment qu'çlte imprime , est la résultante de la pre- 
mière et dQ la dernière des trois forces dont nous 
Tenons de parler. Donc, 

La quantité de mouvement perdue , est la ré- 
sultante de la quantité de mouvement produite 
.par la force motrice , et de la quantité de mou- 
vement produite par la force d'inertie. 

gS. Lorsqu'il y a ehoc , c'est-à-dire change- 
ment brusque dans le mouvement du corps, la 
quantité de mouvement produite par la force 
. motrice, est infiniment petite à l'égard de la 
quantité de mouvement perdue; et par consé- 
quent, cette quantité de mouvement perduene 
diffère alors qu'infiniment peu de la- force d'iner- 
tie. Mais lorsque lè mouvement change par de- 
grés insensibles , la quantité de mouvement per- 
due pendant un temps infiniment court, est elle- 
même infiniment petite^ c'est eelle qui se détroit 
par la pression des corps les uns contre les au- 
tres, par la tension des fils, ou en général par. 
l'action réciproque des corps j en un mot, c'est 
ce qu'on entend par la simple e^cpression de force 
dans un système en équilibre : distinguons-la par 
lé nom Ae force exercée par le mobile. 

96. U suivra donc de ce qiù précède, que la 
force exercée à chaque instant par chacun des 
corps du système, est la résultante de Ia force 
motrice et de Xa force d'inertie. 
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DoWc réciproquement , la force d'inertie est 
la résultante des forces exercées par le mobile 
sur tons les autres corps du système par pression 
ou tension , et d'une force égale et directement 
opposée â sa force motrice. 

Donc si la force motrice est nulle ; c'est-Wire, 
si le système se meut uniquement en Tertu d'un 
mouvement antérieurement acquis, et qui varie 
seulement par l'action que les corps exercent à 
chaque instant les uns sur les autres , la force 
d'inertie se trouvera , pour chaque corps et pour 
chaque instant , égale et directement opposée à 
la pression on traction qu'il éprouve. 

97. Si au contraire tous le» corps'sont libres , 
et ne se meuvent qu'en vertu des forces motrices, 
comme la pesanteur, alors la force d'inertie de 
chacun est à chaque instant égale simplement et 
directement opposée à sa force motrice. 

98. Enfin, dans le cas d'équilibre onde mou- 
vement uniforme , la force d'inertie est ton- 
jours o , quelles que soient d'ailleurs les forces 
motrices auxquelles est livré le système ; car la 
force d'inertie n'exprime pas le changement qui 
survient au système, en regardant comme acquis 
les mouvemens qu'il tend à prendre , mais seu- 
lement eu égard aux mouvemens effectifs qu'il . 
avoit déjà acqnis .antérieurement à l'action de 
la force motrice. 
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«Je dois remarquer, dit Euler dans sa 66' 
» Lettre à une princesse d'Allemagne , que c'est 
» nommer fort m&\-k--çToçoBfofce, cette qualité 
» des corps par laquelle ils restent dans leur état; 
» car si l'on comprend sous le mot Ae force toqt 
» ce qui est capable de changer l'état des corps , 
» la qualité par laquelle ils se conservent dans le 
» leur, est plutôt l'opposé d'une force. C'est donc 
» par abus que quelques auteurs donnent le nom 
.)) de foree à l'inertie, qui est cette qualité, et 
» qu'ils la nomment force d'inertie. Cet abus 
» peiit jeter dans des erreurs fort grossières ». 

Cette observation d'Ëuler est frappante ; mais 
il est facile d'éviter ces erreurs, en distinguant 
ce qu'on nomme simplement inertie, Ae \& forée 
d'inertie. L'inertie n'est qu'une propriété qui no 
peut entrer dans un calcul j mais la force d'iner- 
tie est une vraie quantité susceptible d'une ap* 
prëciation- exacte. L'inertie est simplement la 
propriété qu'a chaque corps de rester dans son 
état de repos on de mouvement uniforme et rec- 
tiligne; et la force d'inertie" est Cg4) laquanlité 
de mouvement que ce corps imprime à tout autre 
corps qui vient le tirer de cet état. 
■ La force d^nertie a donc bien véritablement 
le caractère de ce qu'on nomme fovce en général , 
c'est-à-dire, de tout ce qui change l'état de repo» 
ou de mouvement des corps j car puisqu'elle est 
une quantité de mouvement impirimée , elle 
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change nécessairement l'état du corps auquel elle 
est imprimée : et quant à l'état du corps qui l'im- 
prime , il est aussi changé en même temps ; mais 
c'est par la réaction de l'autre corps, réaction 
qui n'est autre chose à son tour, que la force 
d'inertie de cet autre corps. Ainsi l'état de cha- 
cun des deux corps qui se choquent , est changé 
par la force d'inertie de l'autre , auquel il im- 
prime lui-même une égale quantité de mouve- 
ment en sens contraire par la sienne propre. 

99. Nommons dt l'élément du temps, on 
l'iuteFTalle infiniment court ,-'{>endant lequel on 
considère l'eQet de la force motrice , et celui de 
la force d'inertie ; M la mas9e du corps , M/> la 
force motrice, Mç" la force d'inertie , et par con- 
séquent Mpdt, Mçdt leurs effets , c'est-à-dire les 
quantité» de mouvement qu'elles feroient naître 
respectivement dans M pendant dt. La quantité 
de mouvement perdue pendant dt, sera donc la 
résultante de Mpdt et JAqdt (fig, 96). 

Soit V la vitesse du corps pour un instant 
donné, dV son accroissement pendant dt, s l'an- 
gle compris eptre cette vitesse V et l{t force accé- 
lératrice p. La force motrice Mp. estimée dans 
le sens de V, sera donc M^ ces, 2 }-. et par con- 
séquent , la quantité de mouvement imprimée 
dans ce sens pendant dt,. sera 'i/ipdtçoi. z. 

D'un autre côté, la quantité de mouvement 
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étant MV, s'accroîtra pendant dl dans le sens 
de V, de la jjuantîté MrfV : donc — MdV est ce 
que nous arons appelé l'effet de la force d'inei^ 
tie , aussi estimée dans le sens de V ; donc , 
Mpdt COS. « — MdY est la résultante de ces 
deux forces estimées chacune dans le sens de Vj 
donc c'est la quantité de mouvemeot perdue par 
M pendant dt estimée dans le sens de V. Mais 
cette quantité de mouvement perdue , est l'effet 
de la force de pression exercée par M , multi- 
pliée par le temps i/f pendant lequel elle s'exerce. 
Donc cette force exercée à chaque instant, esti- 
mée suivant là vitesse V du mobile, est 



100. Si l*on faisoit prendre au système un 
antre mouvement queicongne , qu'alors u expri- 
mât la nouvelle vitesse de M , x l'angle compris 
entre cette nourrie vttesse et la force accéléra- 
trice p f et y l'angle compris entre les deux 
vitesses V et w ,- il est clair que R^ cos- x sçrbit 
la force motrice estimée dans le 'sens deJa nou- 
telle vitesse «j et que V c<k:y seroit la première 
vitesse estimée dans le senside la seconde :.que 
par conséquent , cî( Vcos-y^-'^^roit l'accroiwe- 
ment de cette vitesse estimée!-dâns le sena àgu. 

T. ». (^f Vcos-y) ■. , - ,,. 

Donc — M — i — ; — ^^— seroit la force d inertie 
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estimée dans le même sens de u. Donc la force 
de pression exercée à chaque instant par M esti^ 
mée dans le sens de u , seroit 

«-*'CVco8.r) 
dt 

loi. Sur les forces qui concourent en un 
même point. Concevons un système quelconqtie 
de forces^ MA, MB, MC(fig..i2), appliquées au 

même point M , et dont MK soit la résultante. Par 
le point M, menons une droitequelconque indé- 
finie MF , et sur cette droite , prenons à volonté 
un pointF quelconque. Des points A, B, C,K, 

menons des perpendiculaires An, B£ , Ce , K^ 
sur MF, et du point F des perpendiculaires 

Fa', Fb'y Fc', Fif , sur les directions des puis- 
sances. Cela posé : 

Les triangles semblables MAa, KlPa', don- 
neront 

MA:Ma :: MF,Mâ',oa 

MA . Ma' = MF . Ma. Far U même raison, on aura 

MB.MÏ^=MF.Mfi 

MC.M? = MF.M^ ■ 

-mk.mF=— mf.mT. 

Ajoutant toutes ces équations, et observant qae 
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le deraier membre de Téquatiou totale se réduit 
à o, à cause de Mè:= Ma + M£ + Me, il 
viendra 

mI.m7' + MB.M^ + MC.M?= MK.âïÂ^. 
C*eBt-à-dire, que la somme des produits de cha- 
cune des forces composaotes , multipliée par la 
distance M F du point de concours des forces à 
un point quelconque F de l'espace, estimée dans 
le sens de cette force, est égale à la force résul- 
tante, multipliée de même par la distance MF, 
estimée dans le sens de cette force. 

Si la résultante MK étoit o , les autres forces 
se feroient mutuellement équilibre , donc : dans 
le cas d'équilibre entre plusieurs forces diri~ 
gées vers un même point , là somme des pro~ 
duits de chacune de ces forces par la distance 
du point de concours à un point quelconque pris 
dans l'espace , estimée dans le sens de cette 
force , est égale à o. 

loa. Les mêmes triangles semblables MAa, 
MFa' que nous avons considérés ci -dessus, 

donnent MA ; Aa::MF :Fo', ou 

MA.Fa't=MF.Aa,etparlamêmeraîson^onBura 

MB.Fr=MF.B6 

— MC.FV=MF.C^ 

— Mi-FT'^ — MF.S 
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Ajoutant toutes ces équations , on aura 

MÂ.F^+ MB.Fy— MC.ïV— MK.fF 
= MF (Â^ + BÂ — C^ — ÏÛ). 

lOd. SîtoutescesforcesétoientâaDSunméme 
plan f le second facteur du dernier membre se 
réduiroit i zéro (27) ; on aaroit donc 

MÂ.^'+ MB-F?— MC.F?= MK-FI"'. 

C'est-à-dire que la somme des momens des 
forces proposées à l'égard d'un point quelcon- 
que F, pris dans le plan de ces forces , en pre- 
nant négativement celles qui comme MC tendent 
à faire tourner dans le même sens que la résul- 
tante autour de ce point } seroit égale au moment 
de cette résultante à l'égard du même point 

lo4. Si les forces sont dans des plans diffé- 
rées f en faisant la projection de tout le système 
sur un plan quelconque , et considérant le point F 
comme la projection d'une droite ou axe per- 
pendicnlaire à ce plan j on conclura par les 
mêmes raisonnemens , que le moment de la ré- 
sultante à l'égard de cet axe est égal à la somme 
des momens des forces composantes à l'égard du 
même axe. 

io5. Lorsque la résultante est o, les forces 
proposées se foat mutuellement équilibre. Donc: 
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Dans un système qttelconque de forces en 
équilibre autour 4'un point donné , la somme 
4es momens des forces à l' égard tT un axe quel- 
conque mené dans Fespace , est égale à zéro , 
en prenant au positif celles de ces forces qui 
tendent à faire tourner dans un sens , et au 
négatif, celles qui tendent à faire tourner dans 
le sens contraire. 

1 06. Ce que nous renoas de dire sur les force; 
qui concourent vers un même point, est égale- 
ment vrai pour tout autre eystéme de forces en 

. équilibre , puisque par la seconde hypothèse , 
chacune d'elles est égale et directement opposée 
à la résultante de toutes les autres ; ce qui ramène 
tous les cas possibles à celui où toutes les forces 
concourent au même point 

107. Sur les forces parallèles. Des forces 
parallèles peuvent être considérées comme con- 
courant en un même point infînimept éloigné. 
D'où il suit visiblement 1°. que la résultante de 
plusieurs forces parallèles est égale à leur somme 
en prenant au négatif celles qui sont danslesens 
opposé à cette résultante. 9". Que la somme des 
momens de toutes ces forces parallèles à l'égard 
d'un axe quelconque pris dans l'espace, est égale 
«u moment de la résultante à l'égard du même 
axe ; en prenant au négatif celles de ces forces 
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qui teadeat à faire' tourner autour de cet axe 

dans un sens contraire à cette résultante. 

Ainsi f par exemple , si le système se rédoî- 
soit à deux forces parallèles Aa , BZ> appliquées 
aux extrémités d'un lerier , et en équilibre au- 
tour d'uQ point £xe K , la résultante de ces deux 
forces , qui est toujours égale et contraire à celle 
qui fait équilibre à ces deux forces combinées y 
passeroit nécessairement par ce point fixe K ; et 
le moment de cette résultante à l'égard de : ce 
point K étant o , il faudroit que les deux momens 

Aa>KÂ et B6.KB, fussent égaux entr*eax ; 

c'est-à-dire, que les forces Aa, Bb fussent en 
raison inverse de leurs bras de levier, 

108. Cette proposition , la plus ancienne que 
l'on connoisse sur les lois déséquilibre, fut dé- 
couverte , comme on sait , par Archimède , et a 
toujours passé pour un principe fondamental. Sa 
liaison intime avec celui du parallélogramme des 
forces est facile à apperoevoir. En e0et. 

Concevons un levier FKA (fîg. 10) , coudé au 
poîntfixeK,et dontlesbrasKA, KF soient égaux. 
En y appliquant perpendiculairement deux for- 
ces égales Aa , BB', il n'y a aucune raison pour 
que l'une l'emporte sur l'autre j ainsi il y aura 
équilibre. 
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Prolongeons le b^as du levier KÂ au-delà du 
point K, jusqu'à ce qu*il rencontre la directioa 
FBB' de la force appliquée au point F, et sup- 
posons cette force F appliquée maintenant au 
point B de sa direction , l'équilibre ne sera pas 
troublé : ainsi les forces Aa , BB' appliquées aux 

e xtréniités de A , B du levier A K B, dont les bras 
Bont jnégaux , be feront équilibre. Cela posé , 

La force BB' estimée dans le sens B&, per- 
pendiculaire au nouveau levier , est évidemment 
la seule qui agisse sur le point A j car celle que 

donne BB' dans le sens Bd du levier, tirant sur 
le point fixe K , est détruite par lui ; donc la 

force B6, qui est la première BB' estimée per-* 
pendiculairement au levier , est la seule qui fasse 
équilibre à la force Ad. Il reste donc à trouver 

le rapport de cette force Aa à la force Bd. 
Or les triangles semblables BB'3, BKFdonnent 

BB':BÏ::BK FK, ou BB'.FK = B6.^i 
mais 

BB'=Â^etfïë=KAîdoncÂ^.KÂ=6Ï.E 
C'est-à-dire , que les deuxforces A<2,Bé, qui se 
font mutuellement équilibre aux extrémités du 
levier droit BKA , doivent être en raison inverse 
de leurs bras de levier. 
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109. Ce que nous venons de dire de deax 
forces parallèles seulement appliquées au levier,- 
s'étend visiblement à un nombre quelconque de 
forces parallètes en équilibre autour de ce même 
levier ; car la résultante de toutes ces forces pas- 
sant nécessairement par le point fixe , son mo- 
ment à l'égard de ce point fixe sera nul , et par 
conséquent, en rapportant tous les momens à ce 
point fixe , la somme des momens de celles de ces 
forces qui tendent à faire tourner ce levier dans 
un sens , sera égale à la somme des momens des 
forces qui tendent à faire tourner dans le sens 
contraire. 

jio. Concevons plusieurs corps A, B,G, &c. 
(fig. 11) T animés de difîerentes forces, toutes 
parallèles entr'elles. On voit par les principes 
exposés ci-dessus , que pour trouver la résul- 
tante des deux forces A^ B, il faut diviser la 
droite AB au point m en parties réciproquement 
proportionnelles à ces forces ; que cette résul- 
tante sera A + B , qu'elle passera par le point m , 
et qu'elle sera parallèle aux premières. Cette ré- 
sultante trouvée, on n'aura par la même raison , 
qu^à diviser la droite mC au point n , en raison 
réciproque de cette résultimte A-fB et de la 
force C : et si par le point n , on mène une 
parallèle aux forces données , elle sera la direc- 
tion de la résultante de« trois forces A, B, C,et 
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cette résultante sera A+B+C. En continuant 
de pareilles opérations sur les autres forces du 
système j on déterminera le point Q par lequel 
doit passer la direction de la réaultante générale : 
cette résultante sera la somme de toutes les forces 
composantes et parallèles à ces mêmes forces- 
Or il faut observer que la construction indi- 
quée ci-dessus ne dépend nullement de la direc- 
tion des forces , mais seulement de leur grau- . 
denr et de leur parallélisme. Ainsi , les points 
m^riyO i^gQseroient toujours les mêmes, si les 
forces restant les mêmes , changeoient seulement 
de direction en demeurant parallèles. Ces points 
sont nommés centres des forces parallèle» jc'est-à- 
dire, que le centre des forces parallèles A, B 
est m; celui des forces parallèles A , B, C est n, &c. 
et qu'enfin Q est le centre des forces parallèles , 
du système général. 

1 1 1 . Concevons que de chacun des pointa 
A , B, C , &c. m, n,o, p, &c. on abaisse de* 
perpendiculaires Aa', BA', mm', &c. sur un plan 
quelconque. Il est aisé de voir , que puisque les 

momens A.Am, B B/n sont égaux à l'égai;^ du 
point m , on devra avoir à l'égard d'un point 

quelconque m" pris sur la direction de ,A^> 

A.Âm'-J-B.Bm' ==: ( A+B) ^m"i car on a ^ 
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Substituant ces Taleurs dans l'équation A km 

■ — B Bm = o que donne l'égalité des momeni 
à l'égard du point m , on aura 

A.Am"+B.Bn?=(A+B) mm'. 

On pourroit par un semblable raisonnement , 
en regardant la résultante A + B de A et B , 
comme une seule force appliquée au point m , et 
nommant n', o',p\ q\ 6cc. les points où tombe- 
roient les perpendiculaires abaissées sur le même 
plan, des points n, o,-p, q^ &c. ; on prouveroit, 
dis-je , qu'on doit aroir 

A - Â^+B . ËF'-f-C . C7+D . D? = ( A+D+C+D ) ^', 

ainsi de suite. C'est-à-dire qu'en général , 

Dans un système de forces parallèles , la 
somme des momens de ces forces à l'égard 
d'un plan donné , ou la somme des produits de 
chacune de ces-forces par la distance du point 
où elle est appliquée à un plan quelconque 
donnée est égale à la somme de toutes ces forces 
multipliée par la distance de leur centre géné- 
ral au même plan. 

Donc si l'on nomme A ^ B , C , D , &c. plu- 
sieurs forces parallèles appliquées à des corps 
quelconques; a, b, c, d^ &c. les distances de 
ces corps à un plan quelconque jpla distance du 
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centre général de ces forces au même plan , on 
aura 

A-a+B.5+C.c+ &c=(A+B+C+8:c.)p,* 
donc 

_ A.a+Bifi + C-c+ 6cc. 
^~ A+B+C+&C. 

lia. Sur le centre de gravité. Si tous les 
corps sont liés entr^eu^ d'pne manière invaria* 
ble, la constructi'on indiquée ci-dessua (no) 
pour déterminer le cei^tre des forces , sera évi- 
demment toujours la mêQie , quelque position, 
qu'on donne à ce systêipe , pouryu que les force» 
restent toujours les mêmes qu'auparavant , et 
parallèles à leurs premières directions. Donc ce 
centre de forces conservera toujours la méma 
position à Pégard de chacun des corps dusjrstéme. 

11 5. Supposons que les forces considérées' 
soient les poids des corps A , B , C , D , &c. ' le' 
centre des forces sera alors ce qu'on nomme le 
centre de gravité du système^ 

Donc dans un système de corps dont toutes les 
parties sont invariablement liées entr'elles, la 
centre de gravité ne change point à l'égard de»' 
diverses partjtets- de ce système , qùdque position 
qu'on lui donne dans l'espaoe. -, , . . \ 

Etpuûquâja gravité^e&t constante ^o^tt;&r> 
dire, puisque les poids soAt proportionnélsrÀiol) 
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masses , la distance de ce centre de gravité à un 
plan quelconque , sera égale à la somme des prb- 
duits de chacune de tes masses par sa distance aa 
plan proposé, divisée par la somme des masses. 

114. Donc si le système change.de position 
en général , ou si les- diverses parties de ce sys- 
tème changent de position entr'elles , le chemin 
qu*aura fait le centre de gravité pour se rappro- 
cher de ce même plan , sera égal à la somme des 
produits de chacune des masses, par le chemin 
qu'elle aura fait pour se rapprocher de ce plan , 
divisée par la somme de ces ménies masses ; et si 
parmi ces corfis quelques-uns s'éloignoient au 
lieu de se rapprocher, il faudroit faire entrer 
négâtiTement ces éloignemensdans l'égalité pré- 
cédente. 

115. Donc la vitesse du centre de gravité 
d'un système quelconque de corps , soit que le» 
diverses parties en soient liéef ou non entr'elles; 
cette vitesse, dis-je, estimée dan» un se^np quel- 
conque, est égale. à la somme des produits de 
chacune des masses par sa vitesse estimée dans ce 
sens , divisée par la somme de ces masses, ou par 
la masse totale du système. ; ' 

116. Donc la somme des quantités de moa~' 
vement des différeirtes parties d'un ayitéme de 
corps > estihiéès- dans im Senê. qitetenhq'aé , est 
égale àiavta^se totale du système , mtdUpHée 



n,s,t,..d:,i. Google 



ET DU HonVEHEHT. Sj 

par la vitesse du centre de gravité , estimée 
dans le même sens , soit que les corps soient 
invariablement liés erUr'eux ou non. 

117. Concevons ud système quelconque de 
corps auxquels soient appliquées des forces quel- 
conques. Décomposons chacune de ces forces en 
trois autres parallèles k trois axes donnés , per- 
pendiculaires enti>'eux ; le système général deS' 
forces se trouvera ainû réduit à trois systèmes 
de forces parallèles, et l'on pourra appliquer à 
chacun d'eux , ce que nous avons dit en général 
des propriétés d'un système quelconque de forces 
parallèles entr'elles. 

Soient A , B , G , D , &c. ces forces ; impri- 
mons à chacun des corps qu'elles animent un 
mouvement quelconque; nommons A', B', C',' 
D'^ &c. les vitesses respectives de chacun de ces 
corps, et de plus, désignons par A A', B B', 
C G', Sec. les angles compris entre la direction 
de la force de chaque mobile , et la direction do 
sa vitesse ^ c'est-à-dire , que la forme A A' est 
prise pour exprimer l'angle compris entre le» 
directions de A et A', ainsi des autres. 

Enfin nommons a , a ^ a les trois forces dans 
lesquelles A est décomposée parallèlement aux 
trois axes donnés, et par a', a', «', les trois vitesses 
dans lesquelles on peut décomposer la vitesse A' 
parallèlement à cea mêmes axes } ainsi des autres. 



■V, Cookie 



88 rRINCIPEsDE L'ÉQUItlBRE 

118. Il est prouTé en géométrie, que lorsqna . 
deux droites se croisent sous un angle quelcon- 
que, si l'on fait les projections de ces deux droite» 
sur chacun des axes , le produit de ces deux droi- 
tes par le cosinus de l'angle compris , est égal k 
la somme des trois produits de leurs projections 
sur chacun de ces axes. 

Donc nous aurons 

A 

A. A .coB. A A =aa'+(io +*«, et pareillement 
B.B'.cos. B B'=hb'+bb'+^li' 
C. C .C09. ce ^cc +CC + yy 

&C. &C. &f!. 

Ces formules sont très-utiles dans la théorie 
de la mécanique , où l'usage le plus ordinaire est 
de rapporter les mouvemens du système consi- 
déré à trois axes perpendiculaires entr'eux, 

î^ofivel/es conséquences résultantes des hypo- 
thèses établies précédemment ; accord de ces 
résultats avec d'autres faits généralement 
■ reconnus. 

119. Les lois fondamentales de l'équilibre et 
du mouvement sont renfermées dans les hypfv- 
Ahèses établies ci-dessus, et noi^s pourrions dès- 
i-présent passer à la seconde partie, dont l'objet 
est d'exprimer ces lois par des fwmules algébri- 
ques; mais il paroît plus convenable de faire 



.;, G 00^ le 



ET BU MOUVEMENT. 89 

d'abord , en quelque sorte , pressentir ces résul- 
tats par la comparaison de quelques nouTeaux 
faits généralement reconnus , avec les premières 
conséquences qui dérivent de ces hypothèses. 

En réfléchissant sur les phénomènes les plus 
familiers, il arrive souvent qu'on entrevoit cer- 
tains principes , auxquels sans doute il seroit , 
dangereux de se livrer, avant que d'être par- 
venu à leur donner la précision et la rigueur 
mathématiques j mais qui n'en sont pas moins 
des indications précieuses du but vers lequel on 
doit diriger ces recherches. C'est ainsi qu'ont été 
successivement découverts la plupart des prin- 
cipes les plus importans et les plus usuels de la 
mécanique , tels que celui des vitesses virtuelles ,- 
celui de la conservation des forces vives tant dans 
le choc des corps élastiques , qoe dans les sys- 
tèmes de corps durs dont le mouvement change 
par degrés insensibles ; celui de la position du 
centre de gravité au point le plus bas possible 
dans les machines.à poids; celui de la moindre 
«action dans les systèmes de corps animés de forces 
centrales^ &c. ' 

1 20. Ce? principes ont été d'abord , en quel- 
que sorte, apperçus dans le Tague; comme par 
instinct, et fippuyés plutôt sur leur conformité 
avec les résultats parlicuHers , auxquels on arri- 
> Toit par d'autres voies ^ que sur des démonstra- 
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tiens générales et rigoureuses. Mais les eflPorts quo 
Ton a faits pour leur donner la perfection con- 
venable, ont été utiles, et c'est ainsi qu'on est 
parvenu à les approprier au calcul , et à ramener 
toute la mécanique a de simples questions d'ana- 
lyse. Ce coup-d'œit général sur ce qui doit être 
rigoureusement démontré dans la seconde partie 
de cet ouvrage, est l'objet de ce qui nous reste à 
dire dans celle-ci. 

121. Il paroît d'abord que nous pouvons asses 
facilement généraliser la loi de l'éqoilibre dans 
le levier , en l'étendant à deux forces qui se font 
équilibre, par le moyen d'une autre machine 
quelconque. 

Concevons en effet une machine quelconque 
sans ressort (fig, i3), à laquelle soient appli- 
quées deux puissances P, Q ; supposons que cette , 
machine soit mise en mouvement, et passe d'tine 
panière quelconque par la position où les forces 
F , Q se détruisent mutuellement , ou se seroient 
fait mutuellement équilibre, s'il n'y avoit pas 
eu un mouvement imprimé d'avance à la ma- 
chine. 

■ Soient PP', QQ' les espaces parcourus pen- 
dant un temps infiniment court en vertu de ce 
mouvement imprimé , par les points auxquels 
sont appliquées re^iectivement cesforcies P, Qj 
ces espaces repréeeateront par conséquent le» 
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Tttesses de ces mêmes points j et si des points P', 
'Q' on abaisse des perpendiculaires F'/n , Q'n sur 
les directioDsPA, QB de ces forces; les lignes P/n, 

Qn seront évidemment les vitesses de ces mêmes 
points estimées dans le sens de ces forces. 

Maintenant, à ces deux forces P, Q substi- 
tuons par des poulies de renvoi. A j B deux forces 
parallèles; par eliemple, deux poidap, q respec- 
tivement égaux àces forces,; c'est-à-dire, qu'ayant 
pris sur les directions de ces forces des portions 
déterminée8pA,QB, fixons aux points A, Bdes 
poulies sur lesquelles nous ferons passer les cor- 
dons PA/^ Q^» <3ont les parties kp^ Bç soient 
verticales : puis ayant suspendu aux points p, Ç 
des poids respectivement égaux à P, Q , suppri- 
mons ces dernières forces. Il est clair que l'éqtii*. 
libre ne sera pB6.troublé;'c'«6t>àrdire, qu'il y 
aura équilibre -entre les deux p«ids p, ç, de la 
même manière qu'il avoit lieu entre P , Q, et que 
la machiné Ùé 'se mouvra qu'en vertu du mou- 
vement pi-'écédémm'ent acquis. 

.De plus., }1 £st visible que les espaces pp'-,qq'- 
décrits dans le temps infiniment court, pendant 
lequel les points d'application. P,„ Q^décrirent 

xe^tcctîvement PP', QQ', seroht respectivement 

^gaux k Pj7>, Qn , t'eet-à-^ire aux vitesses de fies 
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points P; Q estimées dans le sens 4e ces forces.; 
car le fil étant inextensible, on a PAp = P'Ap'. 
Otant de part et d'autre mAp.y on aura 

P^ = jj/ + (FÂ — mÂ) j 

mais P'Â et mA , ne diffèrent que d'une quan- 
tité infiniment petite da sçcond ordre , puisque 

par hypothèse P'm est perpendiculaire à PA : 
donc le second terme de FéquatioA précédente se 
réduit k pp' ; donc P m = pp\ et par la même 
raison , Qn := qq' ; c'eat-à-dire, qae pp' et qg' 
' sont les vitesses des forcesP, Q estimées dans le 
sens de ces forces. , 

Cela posé , menons les droites pq, p'q', et soit 
K le point d'intersection de ces droites. Suppo- 
sons que lesjioids p^q soient fixés aux extré- 
mités de cette droite , il est évident qu'on pourra 
la considérer comme iin levier 'fixe en K , et qui 
pendant le petit mouvement qui le fait Ip asser en 

p'q\ ne peut rien changer à l'actipn réciprpqijo 
des corps^ et ^. D'où il suit qu'il «st indifférent 
que ces corps restent attachés à la première ma- 
chine ,ouqu'it8 le soienîàn lévSétjtetqu'onpfeut 
enfin substituer l'un à l'autre sàns'altérer Féqui-' 
libre entre leftcbrpB/7, 5'. ' ' ' 

Or par la. loi de l'équilibrçdanB le levier, on 
a p : ^ :: Kjjç : K/7,- ou parce ï|u^lês ^rayons K^y 
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Kç sont proportionnels aux arcs infiniment pe- 
tits pp', qq' i p:q"qq' : jjp'. Donc puisque par 
hypothèse p = 'P , q =Q-y et que de plus, il a 
été prouvé que pp' = Pm , qq' = Qn ,• la pro- 
portion deviendra P : Q::Qre : Pm. C'est-à-dire 
que les forces P, Q sont en raison réciproque de 
leurs vitesses estimées dans le sens de ces forces, 
quelle que soit la machine à laquelle ces deux 
forces sont appliquées. 

C'est à cette proposition que revient ce qu'on 
nomme ie principe des vitesses virtuelles, ou le 
principe de Galilée, du nom de son célèbre ia> 
Tenteur. 

123. Ce principe étoît trop beau, pour 
qu'on ne cherchât pas d'abord à le vérifier par 
l'examen de tous les cas particuliers qui pou- 
Toîent s'offrir , et ensuite à le généraliser , en 
l'étendant à un nombre quelconque de puis- 
sances simultanément appliquées à une mêine 
machine. 

Or premièrement , on a pu voir aisément que 
l'expérience vérifioit ce principe dans toutes les 
machines appelées simples ; savoir , la machine 
funiculaire , le levier , la poulie , le treoil , le 
plan incliné , la vis et le coin , et les raisonne- 
mens plausibles suivant lesquels on trouve , par 
d'autres considérations , la loi d'équilibre dans 
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chacune d'elles , ont confirmé ces résultats dff 
l'expérience, 

De-là ensuite , il a été facile de conclure , que 
la même loi devoit pouvoir s'appliquer à toute 
machine composée , à laquelle seroient appli- 
quéesdeux puissances seulement, puisqu'il n'en 
est aucune qu'on ne puisse regarder comme l'as- 
semblage de plusieurs machines simples, parle 
moyen desquelles l'action de la première force se 
communique de proche en proche jusqu'à la der- 
nière. 

Il ne reste donc plus qu'à savoir comment ce 
même principe peut s'appliquer à un système 
quelconque de forces simultanément appliquées 
à une même machine. . 

ConcevoDs diverses puissanjces quelconques P, 
Q,R, S,&c. (fig. i-i) appliquée^ aune machine 
quelconque, et substituons comme ci-dessus, par 
unepoulie de renvoi à chacunede ces puissances, 
un,poids qui lui soit égal. 

Soient p, q, r, 5, &Cc. ces poids j mençHU cnti;? 
deux d'entr'eux , comme p, 7, une droite pq 
qui devienne ^'^' parle m.ouvement des points 
d'application des forces P , Q. Il est clair , par ce 
qui a été dit pour le cas où il n'y ,a que deux 

forces dans le système , que pp', qq seront lei 
TÎtesses respectives de ces points d'application 
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P, Q estimées dans le sens de ces forces aussi 
désignées par F et Q. 

Donc si l'on 6,uppofie gueK soit le point d'in- 
tersection Aepq , p'q', et que les poidspj q soient 

fixés aux extrémités de cette droite j?^, on pourra 
la regarder comme un levier tournant librement 
autour du point fixe K , et qui ne gène en aucune 
manière l'action réciproque des poids p et q. 

De plus, comme nous sommes maîtres de la 
position des poulies de renvoi appliquéesàcfaaqae 
force , il est évident qu'en en employant , s'il le 
faut, deux par chaque puissance, nous pouvons 
faire tomber les poids substitués à ces puissances , 
non-seulement dans un même plan et sur une 
même ligne droite ; mais encore sur tel point 
qu'on voudra de cette ligne droite. 

Concevons donc qu'on amène, en efiet, tous 

ces poidssurladroite^7, et sur les points de ce 
levier , dont le mourement déterminé , comme 
on vient de le Toir par ceux descorpsp^y, s'ac- 
corde avec ceux de ces nouveaux poids ; c'est-à- 
dire , par exemple , que r tombe sur le point du 
' levier qui ait la même TÎtease dans le même sens 
que ce même poids r. Il est évident qu'on pourra 
ainsi imaginer tous les poids p, q y r, Sj .&c. 
attachés à ce même levier, dont le point fixe est 
en K , sans que l'action réciproque entre ces 
poids soit altérée. Il sera donc inâi£férent que ces 
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poids restent attachés à la machine proposée 
. au levier, et l'équilibre entr'eux aura lieu de 
même manière qu'il existoit entre les forces 
Q, R, S, &c. dont ils tiennent lieu. 

De plus, d'après ce qui a été dit pour le cas 
il n'y a que deux forces dans le système , 
vitesses des poids j3 , y j r, a , &c. sont resp 
tivement égales à celles des points d'applicati 
P , Q , R , S , &c. estimées dans le sens des for 
de mêmes dénominations : donc les poids et 
supposés parcourir dans un temps infinim 
court les petits espaces pp'., qq , rr, ss', & 
ces petits espaces exprimeront les, vitesses 
puissances P, Q, R, S , &c. estimées dans 
sens de ces forces, en prenant négativement c( 
de ces espaces qui sont dirigés de bas en hai 
c'est-à-dire, qu'en nommant P', Q', R', S', i 
les vitesses respectives de ces forces estimées 
effet dans le sens de ces forces , on aura 

P' =r pp'j Q' = — qq'f R' = rr. S' = — as', i 
Mais par la loi de l'équilibre dans le tevi 
auquel plusieurs puissances sont appliquées 
multanément, nous avons 

J)-pp' — Ç-ÇÇ' + r.rr' — s.ss =o, 
ou P.P' + Q.Q' + R.R '+ S.S> &c. = o 
C'est-à-dire, que quelle que soit la machin 
laquelle peuvent être appliquées les forces P, 



.;, Google 



ET DD MOUVEMENT. . 97 

R } S , &C. qui se détruisent mutudlement au 
moment où la machine passe par l'a position don- 
née ; la somme des produits 'de chacune de ces 
forces par sa. TÎtesse estimée dans le sens de cette 
forcesera égale à xéro } ce qui est le principe des 
vitesses virtuelles étendu à un système quelcon- 
que de puissances appliquées simultanément à, 
une même machine. En effet , on nomme vitesses- 
virtuelles les vitesses que prennent les points 
d'application des puissances, lorsqu'étanten équi- 
libre-, on vient à déranger infiniment ig^sa cet 
équilibre. Or iX cas est renfermé dans celui que 
nous venons de considérer , puisque nous avons 
supposé que la machioe pouvoit avoir un mou- 
vement quelconque y même fini. 

Lagrange, dans sa Mécanique analytique, part 
Au. principe des vitesses virtuelles entre deux 
jiuissances seulement , commed'une vérité fon- 
damentale reconnue , et il entre en matière par 
étendre , ainsi que nous venons de le faire ^ 
mais par ia marche purement analytique qu'il a 
adoptée dan» oe bel ouvrage , ce principe à un 
système quiconque de puissances qui agissent 
simultanément. 

°ia3. Supposons que toutes lesforces propotées 

P, Q, R , S, &c. soient elles-ttiémes des poids ; cha.- 

cun de ces poids sera égal eu produit de la masse 

du corps par l4£r4vité.X>oacla gravité étant una 

7 
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force accélératrice fcommune à tous et verticale y 
nous pouvons , du principe précédent , conclure 
que dans toute machine à poids en équilibre, la 
somme des produits de chaque masse par sa 
Titeese virtuelle estimée de haut en bas dans te sens 
vertical, est égale à zéro. Mais on sait (ii6}què 
la vitesse du ceutre de gravité de hant en bas , est 
cette même somme divisée par celle des masses. 
Donc , dans le cas d'équilibre , dans une macbinê 
à poids quelconque, la vitesse virtiielte du centre 
de gravité estimée dans le sens vertical, est o. 
Z)'où suit le fameux principe indiqué par Tori- 
celly , disciple de Galilée , que dans toute ma- 
chine à poids en équilibre, le centre de gravité 
est au point le plus bas possible ; et en effet , sî 
le centre de gravité est au point le plus bas pos- 
sible', il ne pourra pas descendre; et comme il 
répugne & la nature des corps graves qu'il mont^ 
savîtesseserao conformaient au principe énoUcâ 
ci-dessus. 

1 24. Cette belle proposition étant , comm» 
on le vient de voir , déduite des hypothèses éta- 
blies ci - dessus comme lois fondamentales d& 
l'équilibre et du mouvement , nous offre nix 
moyen précieux de vérifier Fexaetitudede ces 
hypothèses. Car quoïqu» cette vMté soit assca 
âi£&cilâ à démontrer rigoarensenient , elle est 
cependant dénature i: être facilemràt pressentie ' 
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et à recevoir Fassentiment général par son seul 
énoncé , d'après les expériences journalières qui 
la confirment En efiiat, notu voyons, par«xem* 
pie , quB l'eau stagnante se tient toujours cts 
niveau j ce qui ne sauroit visiblement avoir lieil 
fli son oentreds gravité n'étoit au point le plus 
bas possible. Nàatà voyons qu'iiq corps isolé placé 
sur une snrfiioe courbe , eherch» le point le plus 
bas de cette surface, et qa'i\ f âerneura lorsqu'il 
y est placé. Or comme nous savons que (lans le 
cas d'équilibre d'un système d« corps on peut 
considérer toutes ses parties comme ne formant ^ 
pour ainsi diife, gu'une seule messe réunis (ta. 
centre degravité, nous concluons natureUenlent'^ 
que dans le eas d'équilibre , le centre -dergravité 
général ^ît en effet se trouver au pt^nt le |>lus 
bas possible, quelle que soit la machine à la^ueltfe 
les dil^rims points du-^témê ser(»ent appli- 
qué». ■ ■ - ■• l: 

135. Es «xaminant ' ce piineîp«r âvee plus 
d'attention ettcore , on d^Qeute -de plue en plus 
«envainou dé sa justesse et ddeon importanoe: 
car voici' le raisonnemeixt trés-plaùsibld iqui se 
présentée ce' sujet, directement et sans rémon- 
ter aux -principes fondamentaux. 

XmagiftODs «ne machine à laquelle il n'y Ht 
d'antres forces appliquées que des poids : je la 
suppose d'ailleurs d'une forme et d'une cooa- 
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tmction quelconque , mais sans qu'on loi ait im-* 
primé aucun mouTement. Cela posé , quelle que 
5oit la disposition des cQrps du système , il est 
clair que s'il y a équilibre , la somme des résis- 
tance des points fixes ou obstacles quelconques 
estimées dans le sens vertical contraire à la pe- 
santeur , sera égale au poids total du système* 
Mais s'il naît un mouvement quelconque, uns 
partie delà pesanteur seraemployéeàleproduirey 
et ce n'est qu'avec le surplus que les points fixes 
pourront se trouver chargés. Donc ^ dans ce cas ^ 
la somme des résistances verticales des poids fixes 
sera moindre au premier instant que le, poids 
total du système ; donc de ces deux forces com- 
binées , savoir le poids total du système et la 
charge verticale -des points fixes , il en résultera 
une seule force égale à leur^ difiërence , et qui 
poussera le système da haut en bas comme s'il 
étoit libre ; donc le centre de gravité descendra 
nécessairement avec une vitesse égale à cette dif- 
férence divisée par la masse total* du système; 
donc si le centre .de gravité ne descend pas » il y 
aura nécessairement équilibre. Donc en général. 
Pour s'assurer que plusieurs poids cqtpiigués 
à une machine quelconqife doivent se :f aire mu- 
tuellement équilibre j il suffit de prouver que ^ 
'l'on' abandonne cette machine à.eUe-mémey 
le centré de gravité du système ne descendra 
pas. , , : 
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1 96. La conséquence immédiate de ce prin- 
icipe Trai San» exception , est que si le centre do 
gravité du système est an point le plus bas pos- 
sible, il y aura nécessairement équilibre ; car 
suivant cette proposition , il suffit , pour le pTou- 
Ter y de faire voir qne le centre de gravité na 
descendra pas ; or comment descendroit-il , puis^ 
qne par bypothèse , il est au point le plos bas 
possible ? 

137. On peut remarquer qu'il ne seroit pas 
exact de dire , que réciproqueuient toutes les fois 
qu'il y a équilibre , le centre de gj-avité est né- 
cessairement au point le plus bas possible ; car il 
pourroit se faire qu'il fût au cpntraire au point 
le pins haut, ou que même il ne se trouvât ni au 
point le plus haut , ni au point le plus bas : ce 
sont, comme l'on sait, des exceptions assez or- 
dinaires dans la théorie des maxiraa et minima. 
Mais le principe , tel que nons .l'avons énoncé ci- 
dessus, a l'avantage de n'être sujet à aucune 
exception. 

128. Comme ce principe s'oflre en quelque 
sorte de lui-même à l'esprit , on doit le regarder 
comme très - important , attendu qu'avec une 
légère réflexion , on voit qu'il indique trés-clai- 
rement le principe des vitesses virtnelles, qui 
est avec raison regardé comme Tondamental, et 
ctmtenant en quelque sorte à lai seul toutes les 
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lois tte l'équilibre et du mouvement. Or ce prin- 
cipe n'est guère que celui du centre de gravité 
placé AU point le plus bas possible dans les ma- 
chines à poids légèrement modîGé. Ce dernier 
principe est donc très-précieux , en. ce qu'il met 
sur la voie des recherches qui doivent être faites 
pour trouver et constater celui des vitesses vir- 
tuelles, puisqu'en effet , pour ramener toute ma- 
chine quelconque à une machine à poids , il n'y 
a qu'à substituer un poids à chacune des autres 
forces, au moyen d'une poulie de renvoi. Le 
centre de gravité sera alors au point le plus bas 
possible , ou plus exactement , il sera dans une 
position telle, que quelque mouvement in6ni- 
ment petit qu'on imprime à la machine, le centre 
de gravité ne descendra pas. Donc la somme des 
produits de chacun de ces poids par le chemia 
vertical qu'il décrira, seîa égale à zéro. Mais il 
est visible (làa) que chacun de ces produits est 
égal à celui de la force dont ce poids tient lieu , 
multipliée par sa vitesse estimée dans le sens de 
cette force. Donc la somme des produits de cfaa> 
cune des forces proposée8,multipliée par sa vitesse 
estimée dans le bbob de cette force, est égale à 
zéro ; ce qui est précisément le principe des vi- 
tesses virtuelles appliqué à un nombre quelcon- 
que de forces.. 

199. Donc si plusieurs masses M animées 
chacune d'une force accélératrice j> se font mu- 
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f Dellemait équilibre antoiir d'une machine quel- 
conque SBus ressort^ que V soit la vitesse de M 
en vertu du mouTement acquis, z l'angle com- 
pris entre les directions de p et V, la force mo^ 
trice ^M représentera clîacune de celles qui sont 
appliquées à la machine ; V cos. z, sa vitesse esti- 
mée dans le sens de cette force; et par consé- 
quent suivant le principe des vitesses virtuelles , 
on aurayj)MVco8.z= o: formule dans laquelle 
la caractéristique / signifie l'intégrale ou la 
somme de. 

l3o. Cette formule n'est pas seulement appli- 
cable aux forces motrices ou de pression , mais 
elle doit l'être pareillement aux forces de percus- 
sion , puisque les unes et les autres sont sou- 
mises aux mêmes lois, et de-là pourront se dé- 
duire les lois générales du choc des corps. 

£n effet, supposons que plusieurs corps durs 
viennent à se choquer d'une manière quelconque, 
soit M la masse dechacun d'eux ,'W sa vitesse avant 
Iecboc,V sa vitesse après le choc,U la vitesse qu'il 
perd par le choc, et zl'angle compris entre VetU. 

Les'forces qui se détruisent, et qui dans la for- 
mule précédente étoient exprimées par pM, te 
seront dans ce cas-ci par MU; donc la formule 
deviendra pour tout le systêmeyMU V cos. z = o. 

l3l. Maintenant, comme "Westlarésultanle 
de V et de U , ces trois vitesses seront représen- 
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tées par les trois côtés d'un triangle dont l'angl» 
opposé à.W est le supplément de z : donc on aura 
W* = V + U' + a V U COS. «. Multipliant tout 
par M, et intégrant, on aura 
/M W =/MV' +/MU* + 2/MUTcos. z. 
Mais on Tient de voir que le dernier terme de 
cette équation est o j donc elle se réduit à 

/MW=/MV'+/MU'; 
propriété qui doit appartenir à tout système de 
corps durs, soit qu'ib se choquent immédiate- 
ment on par l'entremise d'une machine quel- 
conque sans ressorts. 

l32. Cette dernière formule nous fournit do 
nouveaux moyens de vérifier les hypothèses d'où 
• nous l'avons tirée j car d'abord , si nous l'appli- 
c|uons au choc direct de deux corps durs , nous 
trouverons les résultats d'accord aveo les faits 
constatés par les raisonoemens les plus directe- 
ment applicables à ce cas particulier. 

Ensuite si nous supposons qu'il s'agisse d'un 
système quelconque de corps durs dont le raou- 
Tcment change par degrés insensibles , nous 
Toyons que U étant alors infiniment petite , U* 
est infiniment petite du second ordre; d'où il 
suit que la formule se réduit à /M W =/M V*; 
c'est-à-dire , qu'alors la somme des forces vives 
n'est point altérée j principe fameux découvert 
par Huyghens , et que les phénomènes ont tou- 
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jours confirmé long-temps avant qu'on en eût la 
démonstration générale. 

l35. Enfin , en observant que dans le choc 
des corps durs, la quantité de mouvement MU 
absorbée par le choc , est restituée par les res- 
sorts dans le sens contraire , lorsque les corps 
sont parfaitement élastiques , on entrevoit que 
danscedemier'cas, /MV doit être plus grande 
que dans le premier, de cette même quantité 
/M U* , qni détruite dans le premier cas , est 
restituée dans le second; c'est-à-dire, qu'au Ueu 
d avoir comme dans le cas des corps durs , 

/MV =/MW'— /MU-, 
on devra avoir pour les corps élastiques, 

/MV'=/MW'. 
Donc dans le cas des corps parfaitement élasti- 
ques, il ne doit y avoir aucune déperdition de 
forces vives , en quelque nombre que soient 
d'ailleurs les corps du système. Or on connoît 
depuis long-temps ce fait par analogie , d'après 
ce qui a Heu entre deux corps seulement , quoi- 
qu'il n'y en eût pas de démonstration générale. 

l34. Ces résultats de nature si dill'érente en 
apparence , et cependant tous concordans avec 
les hypothèses proposées , doivent nous donner 
dana la justesse de ces hypothèses, une confiance 
aussi entière qu'il est possible de l'espérer, dans 
une science qui est nécessairement fondée en 
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partie sar reTpérience. Nous regarderons done 
désormais ces hypothèses , et les raisonnemens 
qni les appuient , corome confirmés les uns par 
les autres , et comme pourant serrir de bases à 
la théorie de l'équilibre et du mouvement Et en 
nous fondant sur ces bases avec tous les Géomè- 
tres, nous essaierons de démontrer en rigueur 
les conséquences dont nous venons de donner 
Vapperçu , et nous en déduirons les formules 
analytiques de l'équilibre et du mouTement. 



Di Google 



ET Dn MOUVEMENT. 



SECONDE PARTIE. 

Développement des hypothèses établies précé- 
demment comme^lois de la nature. Expres- 
sion de ces lois par des formules algébriques. 
Considérations générales sur les forces mou- 
vantes appliquées aux ^machines. 

lùD. 1_JES notions exposées précédemment te- 
noient de trop près aux idées primitives, et aux 
sensations avec lesquelles elles sont en quelque 
sorte identifiées, pour qu'il fût possible d'asseoir 
sur elles seules , et sans le concours 'de l'expé- 
rience, les principes fondamentaux de l'équi- 
libre et du mouvement ; ou plutôt , ces notions 
n'étoîent elles-mêmes que des commencemens 
d'expériences qu'il a fallu développer par de 
nourveaux faits et par divei^ rapprochei^ens, alin 
d'en pouvoir fixer la véritable signification , d'en 
écarter le vague et de donner enfin aux prin- 
cipes qui en-dérivetit, la précision qui leur est 
nécessaire pour recevoir l'application du calcul, 
et pour être classés au nombre des vérités mathé- 
matiques. Maintenant nous allons essayer de 
traduire en effet , ces principes en formules al- 
gébriques. Nous avons déjà donné un apperçu 
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de ces résultats à la fin de la première partie. H 
ne s'agit ici que de démontrer ces résultats d'une 
manière rigoureuse par le seul raisonnement, en 
partant des hypothèses étahlies ci-dessus , et d'en 
déduireles conséquences les plus générales. Nous 
commencerons par le choc des corps , soit immé- 
diat , soit opéré par l'entremise d'une machine. 
Nous en déduirons ensuite , comme cas parti- 
culier , les lois du mourement d'un système de 
corps, lorsque ce mouTcment change par degrés 
insensibles. Cette théorie renfermera donc tous . 
les principes fondamentaux de la communica- 
tion des mouTemens, et par conséquent, de la 
mécanique elle-même; car, ainsi que nous l'avons 
déjà observé, on ne considère, en mécanique, 
aucune force qui ne réside effectivement dans les 
corps , c'est-à-dire , qui ne soit réellement une 
quantité de mouvement déjà produite. 

DÉFINITIONS. 

1 36. Tout mouvement , qui imprimé à un 
système de corps ne change rien à l'intensité de 
l'action qu'ils' exercent ou pourraient exercer 
lesuns sur les autres si ort: leur imprimoit d'au- 
tres mouvemens quelconques ^ sera nommé mou- 
vement géométrique. 

La vitesse que prend alors chaque mobile , 
sera nommée sa vitesse géométrique. 

Ainsi , par exemple, si lorsque deux corps sont 
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BU moment de se heurter, on leur imprime un 
mouvement commun , il est clair qu'on ne chan- 
gera rien à l'intensité du choc qui doit avoir 
Ueujcar ij^tà'hyp.) ces deux corps n'agifisent 
point Tun sur l'autre en vertu de leurs vitesses 
absolues, mais seulement en vertu de leur vitesse 
relative. Or le mouvement commun qui leur a 
été imprimé n'aJtère point cette vitesse relatire , 
mais seulement les vitesses absolues. Donc l'in- 
tensité du choc reste la même : ainsi ce mouve- 
ment commun imprimé à tout le système , est de 
ceux que je viens -de nommer mouvemens géo- 
métriques. 

137. IlenseToit de même, si les deux corps 
au lieu d'agir immédiatement' l'un sur l'autre 
par choc ou par pression , se poussoient par uns 
verge ou sç tirdSent par un fil : tout mouvement 
qui seroit commun à ces deux corps ne change- 
roitrieaàleurvites^erelative, ni par conséquent 
à leur action, réciproque, et seroit par consé- 
quMit un mouvement géométrique. 
■ La même chose auroit Ueù encore , si au liea 
de deux corps seulement il s'agissoït d'un sys- 
tème qudfionqne dêoorpâ parfaitèmen tiibre dans 
l'espace; c'est-à-dire, qui ne seroit gêné pac 
aucun point, ou obstacle fixe , et dont toutes les 
parties seroient emportées d'un mouvementcom- 
piuu.. Ce raouvemçnt commun ne changeroit rien 
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aux vitesses relatives des corps qui entreroîent 
dans la composition du système, ni par consé- 
quent k l'action qu'ils pourroient exercer les uns 
sur les autres , et ce mouvement commun sèroit 
par conséquent un moupement géométrique. 

l58. Enfin, non -seulement l'action exercée 
par les corps du système les uns sur les autres , 
n'est pas changée par ce mouvemept commun ; 
mais toute autre action qui pourroit avoir lieu 
entr'eux, demeureroit également indépendante 
de ce mouvement ; car cette action, quelle qu'elle 
fût , ne dépendroit toujours que des vitesses re- 
latives. Or ces vitesses relatives ne sont point al- 
térées par le mouvement commun. Voilji pour- 
quoi il est dit dans la définiUon , raction qtte les 
corps exercent ou pourroient exercer les uns sur 
les autres. C'est qu'il ne s'agit pas Eteulemeot de 
l'action règlement exercée, mais epcore de toutes 
celles qui pourroient l'être , eu ég^rd à la dispo- 
sition respective des parties, du «yatème > si on 
venoit à leur imprimer d'autf^s vî.tçs^e? relatives 
^ue celles qu'ils ont. Ainsi la définitipn a li^u , 
soit que les corps agissent r.éeIlpD;ient les unff suv 
les autres , 8oi,ti}a'ila demeoreqt en ^mple juxta- 
position. 

i5q. Les mouvemens commtids à toutes leà 
parties d'un système de corps ,'iie sohï paâ l'es 
seuls auxquels', d'après la définition précédente, 
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on peut appliquer le nom Aemouvemens géomé- 
triques • i}^ en est une infinité d'autres qui n'al- 
tèrent pas clavantage l'action réciproque que les 
corps exercent on pourroient exercer les uns sur 
les autres. 

Que, par exemple^ deux corps A, B soient 
attachés(6g. 1 5) aux extrémités d'un levier mo- 
bile autour d'un point fixe C. Si l'on imprime en 
même temps aux corps Â , B les vitesses circu- 
laires Aa> ^b , perpendiculaires et proportion- 
nelles à leurs bras de levinr respectifs A C , B C , 
dans un même plan et çn sens opposé; il est clair 
que ces vitesses ne se gêneront point l'une l'autre, 
que par conséquent elles ne tendront ni à aug- 
menter ni à diminuer l'actiou respective qu'exer- 
cent réellement d'ailleurs , ou que pourroient 
venir à exercer ces deux corps l'un sur l'autre, 
soit en vertu de la pesanteur , .par exemple y ou 
d'une autre manière quelconque. Doue ce mou-, 
^ vement de rotation du levier est de ceux que j'ai 
nommés mouvemens géométriques. 

l4o.'Que A, B soient deux: corps attachés' 
aux extrémités d'une corde qui passe sur un» 
poulie fixe (fig. 16), et dont les deux cordons 
soient verticaux ■' Qu'on imprime au corps A , par' 
exemple , une vitesse quelconque de haut eu bas , 
flt-an corps B une vitesse égale de bas en haut. II- 
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est clair que quelle que soit, ou quelle que puisse 
être Tactioa transmise par la corde de l'an de ces 
corps à l'autre , cette action ne sera point altérée 
par les vitesses imprimées aux corps A et B. Donc 
ce mouvement imprimé au système sera de ceux 
que j'ai noçimés mouvemens géométriques. 

j4l. QueA, B soient deux mobiles attachés 
aux extrémités d'un £1 qui passe (fig. 17) dans 
un anneau.coulantC^ qu'on imprime à ces corps 
des vitesses telles , qu'étant animés de ces vitesses 
seules , ils se mouvFoî«nt suivant les lignes quel- 
conques Aa, kb, telle qu'au bout d'un temps 
infiniment court, on auroit aC6 = ÂCB; Id 
mouvement sera géométrique : car un semblable 
mouvement seul ne tendant ni a alonger le fil, ni 
à le raccourcir . ne peut ni augmenter ni dimi- 
nuer sa tension , et ne change par conséquent 
rien à l'action que les corps poudroient d'aillem^ 
exercer l'un sur l'autre. Donc il est de ceux que 
foi nommés mouvemens géométriques. 

1 4 s . Qu'on ait une vis verticale avec son écron ; 
qu'on fasse monter uniformément cet écrpu de la 
hauteur d'un pas de la vis, pendant qu'on ièia 
faireaussi uniformément un tour entier à la barre 
qui traverse la vis. Ces deux mouvemens s'accor-. 
deront de telle sorte, qu'ils ne pourront se gêner, 
l'un par l'autre. Donc il» ne pourront altérer en. 
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^Mcaneinai)ièi^l'ectionx[ue{)OuiXDieat d'ailleurs 
{exercer Vun spr l'«utre l'éciou^ ptlemobile qu^on 
aivoit aUachéÀl'exjtréoiitéi^e la. barre. Donc le 
mouTemeot imprimé au systèipe est de ceux cj^ 
j'ai nommés mouvement géométriquesi . 

l43. Eofin supposonif ,qu|a foas les -angles 
â'u'n polygone ÀSC0Ë (fig, iS), plan ou can- 
iche , soient appliqués des co.rps Â, B , Cj D , E, 
îunissoitpar des Verges, soif par des fils, repré- 
ëentés pàr'lbs côtés Me ce même polygone,, et 
toiol^les autour des sommets des angles comme 
autour d'une charnière. Si l'on fait preadre'àca 
polygone une formQ abçde ioËaiment ^^^U.dlf'T 
férente de la première ,^ mais telle que.cbacu^ 
ides côtés conserve toujours exactement sa lop", 
jgueiur ,, c'est'à-rdire y telle que Ton ait tpajpars, 

AB =: abt, BG =« 6 c , &c. ce mouTement sera 
{géométrique; c'wt-àrâire, que les vitesses reprè' 

sentées par Aa, Bd, Ce, Di/, Ke,ne change- 
ront rieh'à l'action réciproque qtle les corps du 
système petiTont d^ailleurs exercer les uns sur 
les autres. Car le corps A, par exemple, né peut 
avoir d'action immédiate que sur les corps B , E 
placés au;x angles voisins ,, et cette action sur 
chacun d'eux ne dépend que de leur vitesse rela- 

tivei Mais puisque par hypothèse on a -^ =* «*^ 

AE = a 9 j les TÎfesùes relatives de A et B ne 
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changent pas, non plus qiie celle ie A et E.Donc 
l'action de A sur B , et celle de A sur E , ne chan- 
gent pas non pltis. il en est de iaème de tous tes 
eorp» du' systéine' coinpàï'és deiix à deux , lors- 
qu'ils ont'ISin ffnrl'kntre une action immédiate. 
Quant aux actions respectires qui ne sont point 
immédiates , telles qûè celle de Â sur C^il est ino* 
iile de les considérer j car l'action de A sur C se 
transmef'toujours ( yS ) de l'un à l'autre par une 
suite d'actions immédiates } savoir , /d'un côté,, 
par'l'action immédiate de A sur B. puis par celle, 
de B spr C , et de l'autre , par Inaction immédiats 
de A sur E , puis par celle de K sur fi ; pois 
enfin par celle de D sur C. L'action de A sur C 
se résobt donc toujours' en une suite d'actions 
directes ^ et pà^ conséquent y lorsqu^on a teoD 
compte dé toutes célIés-ci ,_S1 est inutile de con- 
sidérer les autres. 'Dooo -enfin te moùvràient qui 
résultcxtu changement déforme du polygone, 
tel qu'il est indiqué cî-diiaBus, ne iènd en aucune^ 
manière , ni à, aji^menter ni à dii^pnçr l'isten», 
site de l'action rJBsp^ti,Te de» corps ,du.8ystéme J 
donc ce mouYie,i9.çntestde ceux que j'ai.nominé» 
mouyemens géométriqties. :.,,-:;,,,;:; 

144. itrae semblfe que par ceâ explication»^ 
la nature dès mouremeUs que je nomme géomé- 
tri^sB^; doit être paiirïiUtéttieâf'entaDdùe. S]]e 
»'apjgli|jii^sa^B d^slp^ctijOQ, à tg(tte»Ie& espèces' d* 
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MrpB duTSf'iKoas, élastiques , solides ou fluides. 
Cette dénomination de rtiouvemens géométri- 
ques f &,% fondée sur ce ^ue'Ies ntouVemeas dont 
il s'agit n'ayant aucun effet sur l'action qai peut 
.s'exerce entre les corps du système , sont abso- 
lument indépendans des règles de la dynamique. 
Car si Pon conçoit un sysiétqe dont toutes les 
parties soîeaVen simple repqs,- çt non en équi- 
■libre ; c'dst-à-dire tel qu'il n'y ait entre les par- 
ties cohtiguës'qu-'unésimple jttxta-position, sans 
choc , 'pression tm action quelconque de I^a^e sur 
-l'autre ; alors quelque moùTeineat géométrique 
qu'on fasse prendre au système , ce mouremetit 
n'éprouvera ancune altération, puisque si utib 
.portion qaçdbbuqutf de ce mouTément étôit dé- 
truite, cens ^urroit être que parce quelest»3rps 
ne ponrrmènt le prendre sans se gâae:< les uns 
leâ antres j c'ést-i-dirè ^ sans exercer les iins sUr 
les autres un«' action quelconque. Or cela efft 
contre Thypotliise, puisqu'il est de la nature des 
mouvemens géométriques de ne faire naître au- 
cune action AeA Ëorps les Urii Hai l'es autres. Ces 
mouvemens sont donc absolument indépendans 
des règleU'de là'dyn'àtnîquè rlh né dépendent 
qtte dctt obn^tiëos éo la liaisoti eïitre Jes par- 
ties"' dit SySldnïfe^ et peuVent par conséquent se 
déttftniner pki^ là séiile géométrie ; c'est pour 
céîa qtab jef left ilommô mouvemens géométri- 
ques. '. ■•■■-■--■■.■\ 
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l45. La théorie des mouvemens géométrie 
gués est très-importante ; c'est., comme je Fat 
déjà observé ailleun {Géométrie de position , 
page 337) f une espèce de science intermédiaire 
entre la géométrie ordinaire et la mécanique. 
C'est la théorie des mouvemens que peut pren- 
dre un système quelconque de corps sans qu'ils 
se gênent réciproquement , sans qu'ils exercent 
l'un sur l'autre aucune action ni réaction quel- 
conque. Cette science n'a jamais été traitée sp^ 
ciaiement : elle est entièrement à créer , et méritOf 
tant par sa beauté en elle-même que par. son uti- 
lité, toute l'attention des Savans ; car les grandes 
difficultés analytiques qu'on rencontre dans la 
mécanique, et sur - tout dans l'hydraulique, 
.Tiennent uniquement de ce que la théorie des 
mouvemens géométriques n'est point faite. Je me 
bornerai ici à rechercher les principales proprié- 
tés de ces monvemens , en tant qu'^es me sont 
nécessaires pour l'ouvrage que j'ai entrepris. 

THÉOaÈMB FRBXIEK. 

l46. Lorsque daux corps, agissant l'un sur 
l'autre par choc, pression ou traction ^ c'est 
toujours ou immédiatement , en l/ertu de leur. 
conl^guitét ou par une suite d'autres corps con- 
tigtis interposés entre les premiers', «* çjtitransr 
mettent l'action de proche en proche par une 
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ftuîte d'actions immédiates entre ces corps in^' 
termédiaires contigus, 

' Cette proposition est une suite de la cinquième 
hypothèse. Il semble d'abord que la contiguïté ne 
soit pas toujours requise entre deux corps qui 
agissent immédiatenient l'an sur l'autre, puis-^ 
qu'il n'existe poirtt de pareille éommunication, 
lorsque , par exemple , tes deflx corps se tireni 
par un fil-, où se poussent par une verge , ou se 
contre-balancent par un levier immatériel, quoî- 
qu'alors l'action sOit regardée: comme immédiate 
entre ces corps. Mais il faut "remarquer qu'il 
n'existe réellement dans la nature ni' fill ,' ni 
verge, ni levier, ni machines quelconques imma-' 
tériels. Tout cela n'a été imaginé que par forme 
d'abstraction , pour aider à concevoir Faction 
particulière et réciproque des corps appliqués â 
ces machines , que l'on considère alors comme 
des portions de matière dépouillées de' leur fores 
d'inertie. Mais le fait est qu'il n'existe point de 
semblable matièro', et que la nature nenous offre 
que des co^ps ré^, agissant imm^iatement les 
uns SUT tes autres , par choc ,' pression ou trac- 
tion: Si deux cotçs sont détacbés l'un de l'autre j 
ils ne peuvent que se heurter du se presser; s'ils 
sont adhérens , ils ne peurait que se presser ojL 
se tirer. 

S'ils ne sont pas contigus , ils iie peuvent agir 
Vvai sur Vautre qu'au moyen des corps interposés 
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entr'eux ^ qui leur transmetteiit de proche eu 
proche leur» actions respectives , mais tonjour» "*■ 
par voie de choc , de pression qu de traction im- 
médiate. Par exemple , si M est séparé de N par 
les corps A , B , :C, Q > . de maaière que. M soit 
contigu àA,AàB,BàC,CàN ; l'acitioD de 
M sur N passera d'abord de M à A, puif c^ A.à B', 
puis de B à G, puis de Ç à N. , , 

En un mot, les phénomènes de la nafnxe^ans 
]e choc, jie nous ;o,ffrent que des actions immé- 
diates entre des co^ réels e( dpu^ ^ lenr inertie, 

L'ahstractJQQ ,qtte l'on fait de 1^ force d'inertia 
de telle ou telle .pnrtiç de watjijère,pe^têtre, et 
est en effet , souvent utile .ppoï ,1'er^men de tel 
ou tel cas particulier ; mais dapslitr^bercbe des 
lois générales de l'éqi^Ubçe.etdu ^nquyement, 
il est pluii simple .de considérer les corps tels 
que la nature tjous les. offre en effet, parce qu'il 
n'y a alors qu^une sorte d'êtres. 4 c^iwdérer.dan^ 
le système. 

Lorsque les lois générales sont ' une ibis éta<t 
bl^es , on fait sans difficulté toutes, les «batrac-: 
lions que Ton ve^tj.on n'a pour'cela.qu'à sup- 
poser que telle o,n.. telle partie du système n'a 
qu'une masse infin^pient petite^ çtu est d'une 
densité, infiniment petite: alors,. en q^Iîgeant 
cette masse infiniment petite dans le calcul , on 
parvient au résultat qu'on auroit 0|1;>,tenu 1 si l'on 
f voit supposé d'abord la mqchjne immatérielle'; 
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et o*est ainsi qpa la reohejçifl}-? |ti}s lois, d^ 1^ nalHTs 
acquiert de 1^ çiiupUcité ei\,«ç,^nér8^i8{int„ . 

147. Iln'ya-pàsiiôft^ïu&'yepôiht» absolu- 
ment fixes dans la natûf^t^V mais comifie il en 
existé dohï le' moQTéiiïetit'fe^P^Hs'e'nsible et inap- 
préciable pour nous , ori lë suppose nul en éBet , 
soit en considérant quèlqdes-Uns deéi corps'-du 
système comme réelletnèri'teï'aljsolumRrit' fixes j 
soit en considérant ces tiiétiiÀ corps cooimè con- 
tenant une masse infiftîinë'Dt^^^nâe sons un vo- 
Inme fini , ou comme ètarit'iÂ'bnë densité infinité. 

Ainsi la proposition ^énoncée 'est rigoUi'eQse^ 
ment Traie, et il faut, dans le procédé que ndtïs 
suivrons pourarriver à'Iaconnoissancedés'lôîS 
générales de la communication des mouveriièris , 
considérer les cordes , les leviers et toutes les ma- 
cbines quelconques , coinnie de véritables cWpï 
qui rie diffèrent en rien des'cÀrps ordinaires. ''' 

.-1-H É'O R'ft.'lC K 'l'-I» ' 

l48.i Longu'u^ sy^m? .de .cprpf^jpr^Ofd «ft 
moupçmefit-;quelt^on^fte^,g^oniétriqm.^ gw cf 
paterne. soUpaffp.ite^enf^\i^^e ou gé^.pardef 
, obstacles, (l est toujours possible de lui en faire 
premire un autre pareillejnent géométrique-, 
absoluiment égal au premier, et dan^ le . sens 
.diaméfntlenfent çppo^é. 

Ce^<■à-râire,iqq^ quelle que; soit Ja(.yite«e^ 
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qu'aura Chacun Aeé corps du Système au premier 
instant , il sera tëùjtfars posûblé Se supprimer 
toDt-à-coup ces TÎtessçs ^,^( de It^.remplacer par 
d'autrics vîte^es, égales çt diam'étralçmeDt opp;o- 
fiées chacune à cl|f cune dç celles .^u'on. aura sup- 
primées : et de plus,, le noareau mouTement qui 
résultera de ce changement., sera géométrique 
aussi bien que le premier. 

£n effet , dan,^ l'action réciproque des corps 
qui entrent dans., la composition d'un système 
quelconque , chacun d'eux agît sur ceux qui lui 
sont contigufi , et ceux-ci transmettent de proche 
«n proche cette action' aux autres , de manière 
qu'on ne doit toujours: avoir égard qu'à l'action ' 
immédiate qui s'exerce entre les corps conti- 
nus (73). Or l'intensité de l'action qu'exerce un 
corps quelconque sur chacun de ceux qui lui s<»it 
contigus y dépend uniquement de leur Titesse 
respectiye. Donc le mouvement géométrique ne 
changeant rien à cette -action réciproque , ne 
change rien non plus à cette Tttesse respectiTe. 
T)onc cei deux corps 'coMigusné tendent pas à se 
rapprocher ou à s'éldfgner Fùh dé l'autre au pre- 
inier instant , pluÀ qu'ils lié le feroient si ce mou- 
vemehtgéométriqueétoilauppriméiDohclemou- 
Teinent diamétralement opposé à ee'mouVement 
géométrique, -ne tend' également- ni à rappro- 
cher ni à éloigner ces deux corps l'un dé l'autre: 
donc il ue change rien taon plus ^ue le premier 
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Ir l'intensité de Faction qui s'exerce entre ces 
deux corps contigus. Donc ce second mouvement 
est lui-même de ceux que j'ai nommés mouve- 
tnens géométriques f et doit par conséquent avoir 
lieu sans altération, puisqu'il estde la nature de' 
ces mouvemens, de ne jamais obliger les divers 
corps du système à se gêner les uns les autres. Ce 
qu'il fallait prouver. 

149. Que, par exemple, deux corps A, B 
viennent a la rencontre l'un de l'autre, et qu'il 
en résulte un clioc : imprimons à l'instant du 
choc au système , un mouvement commun sui- 
vant la ligne des centres. Ce mouvement com- 
mun sera (i56) un mouveni'rait géométrique. 
Aussi est-il évident que le mouvement égal et dia- 
métralement opposé , seroit également un mou* 
vement possible et géométrique. Mais si au lieu 
de ce premier mouvement commun on ioipri- 

moit à B, par exemple, dans le sens AB , une 
vitesse plus grande que celle qu'on imprime- 
Toit en même temps à A, ce mouvement, quoi- 
que possible, ne serbit pas géométrique; car pour 
que le système prit nh mouvement égal et dia- 
métralement opposé, ilfaudrqit gueB pût pren- 
dre dans lé sens de BA une vitesse' plus grande 
que celte de A ; ce qui est évidemment imposst-* 
lie , à cause de ^impénétrabilité des corps. - 
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De même, si deux corps A, B séparés par 
un fil inextensible , se tiroieat et se mouToient 
d'une manière quelconque, de manière que le 
fil restât toujours tendu , le mourement réel 
et non détruit, considéré à un instant quel- 
conque, seroit nécessairement géométrique; car 
c'est le mouTement détruit qui tend le fil. Ainsi 
le mouvement réel et non détruit, le seul que 
par hjrpothèse on considère ici , n'augmente ni 
ne diminue l'actipn réciproque des corps ; donc 
il est de ceuy que nous avons nommés géométri- 
ques. Aussi est-il évident quç le rapuvement égal 
et diamétralement opposé est possible et géomé- 
trique; car il ne peut être altéré par l'action et la 
réaction des corps qui se détruisent l'un l'autre, 
et réciproquemeitt , iï ne sauroit le» altérer , puis- 
qu'il ne tpn^ pas plus que celui qui lui est égal 
et diamétralement opposé, à rapprocher ou à 
éloigner l'un de {'autre les deux mobiles A et B- 

théor':&me III. 

100. Si deux mcfuvemens géométriques sont 
imprimés à la fois à un marrie système de corps; 
que ce système sait parfaitement libre ou gêné 
par des obstacles , le mouvement résultant d^s 
deux sera également un mouvement _géomê-' 
trique. 

Car les. corps contigusda système, par lesquels 
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Je moayement se propage de proche en proche , 
donsidérés deux à deux , ne tendent à se rappro- 
cher ou à s'éloigner , ni en vertu du premier, ni 
en vertu du second des deux mouVemens compo- 
sans ; puisque par hypothèse l'un et Vau tre sont 
géométriques. Donc ils ne tendent non plus ni à 
se rapprocher ni à s'éloigner , en vertu du mou- 
vement résultant de ces deux premiers. Donc ce 
mouvement composé ne change rien aux. vitesses 
respectives de ces corps contîgus considérés deux 
à deux, c'est-à-dire de ceux qui peuvent agir 
immédiatement l'un sur l'autre. Donc il ne peut 
altérer leur action réciproque;' donc il est de ceux 
que j'ai nommés jnouuemens géométriques. Ce 
qu'il falloit prouver, 

COROttAlRS PRXXIEB, 

l5] . Il en sera de même éyidemBient , si a^ 
lieu des deux mouvemeos géométriques impri- 
més on en imprimoit tout-à-la -fois un nombre 
quelconque, pourvu qu'ils fussent tous gépmér 
triques. . , , ; 

.COROtL^iRB il. 

l5a. Donc réciproquenjent ai l'on décompose 
un mouvement géométrique en deux autres , dont 
l'uii8oîiau5siunmouvemeutgéc»nétriq\ie,l'aâtre 
sera également nn mouvement géométrique , et 
l'on peut ainsi décomposer un mouvement quel* 



.;, Google 



1X4 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 
conque géométrique , en tant d'autres moiiT»i 
mens géométriques que l'on voudra. 

THÉORÂKE IT. , 

l53. Dans un système quelconque de corps 
durs y s'il survient nh choc ou une action ins- 
tantanée quelconque , soit immédiate , soit par 
le mcfyen d'une machine quelconque sans res- 
sort ; le mouvement que prendra le système 
après le choc ^ sera nécessairement un mouve- 
ment géométrique. 

Car (73 ) les corps contigus qui seuls agissent 
immédiatement l'un sur l'autre , et par lesquels 
se propage le mouvement de proche en procbe, 
ont deux à deux après le choc, la même vitesse 
dans la ligne de leur action réciproque j c'est-à- 
dire, qu'ils ont après, le choc une vîtesae rela- 
tive ntille. Donc lèsmouvëmeos dontils sbntani- 
més après le choc , c'est-à-dire leurs mouvemens 
réels et non détruits par le choc, ne peuvent 
produire aucune nouvelle action entre ces corps. 
Donc le mouvement du système après le choc est 
géométrique^ Ce qu'il fallait prouver. 

■ THÉORÈME T. 

' l54. Tout mouvement géométrique imprimé 
à un système quelconque de corps , est reçu par 
ce même système sans aucune altération. 
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■ Car ce mouTement géométrique ne pouvant , 
par la définition , rien changer à l'action exercée 
par les corps les uns sur les autres, ne peut à son 
tour éprouver de cette action réciproque aacune 
influence. En effet, tout corps , à moiits qu'il na 
Eoitgéné par les corps voisins , obéit pleinement 
à la force quelconque quilui est imprimée. Donc 
cette quantité de mouvement imprimée est reçue 
tans altération, tant qu'elle.peut avoir lieu sans 
lien changer elle-même à l'action réciproque des 
eorps les uns sur les autres. Or tel est le caractère 
distinctïf des mouvemens ditsgéométriques : donc 
tout mouvement géométrique doit être en effet 
reçu par le système sans aucune altération. Ce 
qu' il faUoit prouver, 

COROZ,LJIRE su. 

155. Si le système est déjà animé d*un autre 
monvement géométrique ou indépMidant de l'ac- 
tion réciproque des corps , et par conséquent 
susceptible également d'être pris satts altération, 
il se combinera avec le nouveau monvement im- 
primé, et le monvement résultant des deux sera 
celui qu'aura réellement le système après le choc 
ou action quelconque. 

THiÊOILÊMB'TI. 

156. Dans un système dg corps durs agis- 
sant les uns sur les autres t soit immédiatement, 
soit par ^entremise d'une machine quelconque. 
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sa ns ressort f si au moment où le choc va s'opé- 
rer y on décompose le mouvement général en 
deux autres , dont l'un soit celui qui doit avoir 
lieu après le choc, l'autre sera nécessairement 
celui qui doit être détruit , et ces deux mouve- 
mens composons sont tels , que si le premier 
était seul, ilseroitpris sans altération, etque 
si c'était le second qui fût seul, il y aurait équi- 
libre dans le sy sterne général. 

En effet, i'i est d'abord évident que si le mou- 
Tementdu système avantle choc est décomposé 
en deni , dont l'un soit celui qui doit avoir liieu 
après lé choc , l'autre sera celui qui doit être dé- 
truit : mais \\ faut examiner ce qui dëvroit aToir 
lieu , si le système étoit lirré à èhacun de ces 
monvemens -dH ^at^cifUerj Ol^ fiai: le théorémo 
précédent, le mouvement qui doit avoir lieu 
après le choc y est nécessairement géométrique , 
et par conséquent (i54) reçu sans altération. Ce 
qu'il fflloit d'abord prouver. De plus , puisque 
ce premier mouyemeot est géométrique , il ne 
tend ni à rapprocher , ni à éloigner deux à deux 
les corps qui se choquent ; donc l'action de ces, 
corps ne sera point changée par la suppresfàqa 
de ce mouvement ; donc puisque.ces seconds mou- 
vemens se détruisent de fait, ils se âétruiroient 
de même , quand on' supprîmeroît les d'aires ; 
c'est-à-dire ceux qui doivent avoir Kéo. Ce qui 
westoit à démontrer. 
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coRoz.x^iJt£ I r. 

167. Les deux moaTemens dans.lesqueU se 
décompose celui du système avant le cHoc , sont 
donc tellement indépendans l'un de l'antre , 
qu'en sùpprimaiit l'un, il arrive à l'autre la même 
chose exactement qne sii'onn'àvoitpas suppri* ' 
mé le premier. 

C'est en cela que consiste lefoiAeux principede 
d'Alembert ; mais il est essentiel d'obs^nrer qu'il 
n'a lieu que pour les corps p&rfait<»n'ent diirs et 
lesmachiti^ sans ressort; ce^î,''cèine semble, 
n'a point été for mellentent remarqué. Si les corps 
étoient élastiques, te moiiveriteijt avant le choc 
se décompoeeroit bien comme^ur les corps'durâ 
en deux , dont l'on seroit le mouvement qui doit 
aroir lieu après lé chùc, et dont l'autre' aeroit 
détroit; mais indépendance de'tJes Uo^uvettiens 
n'auToit pas lieu ; car si l'on sup^^rimoit le' pre^ 
nier seul , il n'y auroit pas équilibre. Cette iiidé- 
pendance àeê'àeàx mouvement 'e«t fondée suï^ c6 
quff le mouTemeifti qni-doit éVOii lien après li 
choc est gébmétrique j c'est'-à'^rë , ne iend lû k 
BugmeAtt»'âi à diminuer l'iÀfËnsité du choc ; et 
il n'est tel, que parce que U» <idl'{Kf êtanfdtnrà ^ 
ieurtîtoBs#relattfiee8tinttileài*t-èHïeiiIloc,^fctnè 
tend par cAnséqtaeât ni à ràppïoÉher les corps j 
tti à les éloijfnei'Y^ce ^iti's ïîeâ pour 1^ corpà 
élastiques , dont -Ut Vitesse relative après te choc 
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n'est pointo, mais égale à laTitesserelatire avant 
le choc (73).' 

THÉOHÉME VII. 

l58. Dans un système de corps âurs agis- 
sant les uns sur les autres j soit immédiatement, 
soit par l'entremise d'une machine quelconque 
sans ressort , si au moment où le choc va s'opé- 
rer , on décompose le mouvement général en 
deux autres ,,dont l'un soil.àelui qui doit être 
détruit par le choc j et qu'à Ut place du second 
on substitue un autre mouvement quelconque 
géométrique, ce nouveau mouvement serù celui 
qui devra réellement alors avoir lieu après le 
choc. 

- Car celte substitntîpn cooftute TÏù'bleinent en 
deux autres opérations qui s'exécutent fiimulta- 
nélnent; savoir,'!?, la suppression du monve^ 
nent réel qtii devoit avoir lieu après le choc ( 
3". son remplacement par un autre. mouvement 
géométrique. : Or comme ces deux ïnouvemen* 
partiels, l'un supprimé , l'autre imprimé , sont 
l'tinet l'autre géométriques, iv l'un ni l'antre 
ne sauroit- altérer l'aption respective de» corps; 
etréciproquement , l'action respective dee corp* 
n'influe en aucune. manière sur eux. Donc le» 
deuxopérationsdoiventrecevoîrpleiEWnentleur 
effet j c'est-à-d^e, qQele premier de <J*)b mouV»- 
mens sera purement et simplwiflnt remplacié pa^ 
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ET DU MOUVEMENT. iû^ 

Fâutre, et par conséquent, ce dernier sera ceiai 
qui seul animera le système général après lËchoc. 
Ce ^u^ il fallait prouver. 

TUtOKÊMB VIII. 

' l5g. La moindre jhfce suffit pour rofrtp^e 
l'équilibre d'un système de corps , quelles que 
soientd'ailleurs celles dontil est animé , pourvu 
tfue cette force soit employée à produire un 
inouvement géométrique j mais pour en pro- 
duire un même infiniment petit qui ne soit pas 
géométrique, ii faut nécessairement une force 
firàé. 

Car dans le premier cas, la force imprimée 
n'ayant aucune influence «ur celles qui se font 
équilibre dans le système, n'a aucune résistance 
â satmonter que celle de l'inertie des tdi-ps. Or 
un corps en repos n6 résiste par son inertie, qu'en 
se mouvant avec une force égale à celle qui lui 
fest imprimée : donc dans ce cas la force impri- 
mée , quelque petite qu'elle soit , fera naître ua 
tïiouvement dans le système. 

Il n*en seroit pas de même , si cette force étoit 
employée à produire un mouvement non géo- 
inétriqae ; car il faudroit alors, par hypothèse^ 
qu'elle commençât par rompre la contiguité de* 
corps , et que pttr conséquent elle surmontât préa- 
lablement la pression oU action quelconque de 
9 
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l5o PRINCIPES DE L>ÉQnitIBRE 
l'u^ sur l'antre ; ce qui ne peut avoir lieu qu'an 
inoyea d'une force plus grande que cette pres-^ 
sion , et qui soit par conséquent une force finie. 
Ceqa'ilfalîoit prouver. 

DÉFINITION. 

IDO< Lorsqu'il y a éçuilibrs dan.s un sys- 
tème de corps, soit immédiatement, sqit par, 
l'entremise d'une machine quelooTique sans reS:-\ 
sort^ et qu'on vient à déranger cet ^quiUbre par. 
l'action d'une force infiniment petite, la*Utessei 
que prend alors chacun des corp^ du système ^ 
te nomme sa vitesse virtuelle , et. le moifffemeni 
général du système se nomme alors son inou~ 
venient virtuel. ■ 

7U&OKÈXE IX. 

161. Tout mouvement, virtfigl dans, un sys' 
téme quelconque de. corps ^si. nèçe^sfUremea^ 
géométrique. • 

Car ce mouTemeat virtuel doit par sa définî-r 
tion être produit par uue force infiniment pe- 
tite dan« le système en équilibre , mais par le 
théorêmeprécédentfdanjsunsyGtêmeen équilibre, 
une force infiniment petite ne pei),t produire^ 
qu'un mouvement géométrique ; dpn.c le njouve- 
inen;^ virtuel produit quel qu'il soit , eat néces- 
SAireiiK;pt de ceux que nous avons nommés mpu- 
i^em^ns géométriques. Ce qu'il f^UoiJ pi;ouTer*, 
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ET Dp MOUVEMENT. i5i 

163. Donc la recherchç des moavemens vir- 
taels y dans un eystémè. ^elcDi]t[oe de corps , ne 
dépend t^uedes conditions de la liaison qui' exi&to 
entre les parties du système , et nullement de» 
fègles de la mécanique , elle fait partie de la 
science que nous ayons dite (i45.) intermédiaire 
entre la gçdmétrie -ordinaire et celle de la corn- 
Umùcution des tonuTemess. 

THâORÈM.B2:. 

163. Dans le choc de deux corps durs, soit 
gue l'aa et Hautre soient mobiles, ou qu^il y 
«n ait un de fixe ^ ta somme des. produite d^ 
ia quantité de mouvement perdite par chacun, 
d'eux, multipliée par sa vitesse après le-choc > 
estimé» dans le sens- de cette quantité de ■mou- 
vement, est égaie- à zéro. 

Soient À et B'(fig. i»>i) le» d«ak eorp* pro^ 
posés. Je suppose qu&l«uc&-'vites$es avant le cbo» 
soient représentées tant pour leurs grandeurs 
que pour Isurp directicuu.^ ree^ectiremeKt'pB];* ; 
' A Â', B B'; que les ritesses après le ctiocIe,soieht 
par Aa, B6, et qu'enâa les vitesses perdues par 
le cljoc le soient par A.a\ BA'. 

La vitesse. A^Â' sEa-a.donc k résultante dç Act 
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l59 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

et de Aa', et la Ttteùe BB' sera la résultante de 

BÎ et de Ëy. ' ■■' ' 

. De plus, puisque l'action et la réaction doi- 
vent être égales et contraires , les directions Aa', 

B£' se trouveront sur une même ligne droite AB| 
et l'on aura 

A.Â2=î — B.BÏ'. (A) 

Mais par le principe de la vitesse relative aprè^ 

le choc égale à zéro pour les corps durs, comme 

on les suppose ici ; c'est-à-dire , de l'égalité de 

leurs vitesses estimées dans le sens de Faction de 

Tnn sur l'autre \ Aa et Bi j l'une et Fautre esti* 
mées dans le même sens AB, doivent étire égales; 
c'est-à-dire , qu'on doit avoir l'équation 

Ao.cos. aAa'= Bi cos. èBb'. (B) 
Multipliant cette dernière équation par Téqua-' 
tion (A), et transposant , on aura 

A. Ao. Aa. coa.aAa' + B.Bi.Bi'.cos.iBÔ'=:o,(C),oTi 
(aÂ^) (Â^.cos.oAa')-l-{B.BF) (B^.cos.6Bè')=o,CD). 

Or A Aa' est la quantité du mouvement per- 
due par le corps A, etAa.co9.aAa' est sa vitesse 
estimée dans le sens de cette quantité de mouve- 
ment. De même, B.Bfr' est la qtiantité de mou- 
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■ ■ ÏT DUMO^tlVEMEHT. ■ iSÎÎ 

Tement perdue par B, ethbcos.éBb' est sSTÎtésse 
estimée dans le sens de cette JForce. Dont cetfe 
équation (D) n'est autre chose que la traduction 
algébriqnedû théorème énoncé. '~ 

^pejlil^t trous aTOQ^ supposé, âa)i^. la^îdé- 
monstration , que les deux corps A et B sont 
.njobiies l'np et l'%utte.. Si r.UB des denixif S^^ar 
exemple, étoit 6xe, la rçaction-ne. ((eroit p&}9 
égale et contraire à l^'action^J5t,l^e'quat^nXA^ 
trouvée cî-dessus n'aurolt pus lieu j'mais l'équa- 
tion (B) servait toujoura-icraie^ parce que ce corps 
fixe ou obstacle est supposé sans ressort. X)onc à 

cause de Bè = o, l'équa'tion (C) &ul>sistç^q|t 
encorej âonc l'éijoation [D} auroit lieu comme 
dans le premier cas j donc cette équatîça ï ft) 
que nous Venons de Toir êtrela traduction algé- 
brique du théorème, a touji»^?:^.lieui,.|^ji^,iqjfle 
les deux coïpssoient_niobil^j*çit qu'il y,eH flît 
un de fixe; donc le théorème énopcé^st Trai.dan» 
tous les ca§ possibles. fe qa^i^fiâloit prouver."' 

( 4 fi k)o j/ztjI I ^-È '^v-ff'i'iaTs-'R:-'^ 'rt sm 

lO^AlJtoijs ponTons .donner. à l'équation'^ ( D) 
la forme SQiTttnta : ".;%t-i>.|ii;i ii-zs j.'l ^i ■'^é'>'Î"- ."Î 

A-Aa (AA^»«ft8..!A'A»^Tr-(4iBi) i^' ■ ;; ;. > 
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:,l34 PRINCIPES n^ ^ÉQUILIBRE ■ 

.car AA' étant la réaûltaote de A'à «t de As', 

ïiou,s devons aTiiftr (ofi) < 

Ao'.co8.aAo',5=;, AA.'.ooi..A'A<ï — Ao . 
-' BÏ^.éos.'iBJ' =t «B'icôs.BrBi ^ bI 

■ '^b^titBant oee VBfeurs 'd« A&'.cba. aAo', 

^B6 .cos, iB'è' dans l'equaitôn (C), il vîendca 
■ï'équation {KX 'Ce gu' il fallait démontrer. 

. >- ,: . . ■CO.^P^'HX.jilX.B'-ït. 

1 65. Pont fixer plus facilemep^ le? idées, 
hoiis distinguerons par les âenominafibns sui- 
vantes j les diverses (jùahtitbd qui entrëat daiû 
lës-é4'uÂti(iiis qiii "prééèdérf t' :'iiousfer6ha' 

- '::..ul1 ■ ■;:. :i i'f Vli'j ItOV ■■' -'..■■i'.'-.. 

■laiiriiMiedu-ci)f^iiâ''it^ Al ■-...■;' "'À: ■'■ 
laniaas6du'<Mi'J>3B'i^'':i'.' . B ' /' 

la vitesse AA' d» corps A-praot le,, , ; -■ . ^ ., 
■ choc = V. '. l'y] ...y...... ,' (W,A) 

sa vîtesae.A,a agriè&^e cl\pc î=;v.p .X^* 4-) 

la vitesse Ao' qu'il perd par le 
>i fchoc±jri iVl ►-.u-iiiujK*!.,- "ior; c(;t]y Ai)" ' 

la vitesse qiii lui est imprimée phnivin-- ,. 

le corps B , en vertu da choc , '. _ __ 

et qui est'(4«)-égalfe'fetciMa-^-^'-) ^- -"■ -'■■ 

.^ tr#ùreï\(U,^r=^.;^,v,,..,. C*^,BiA.)- 
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ET .DU MOUVEMENT. 1^5 

Fangle A'Aâ qrie lut sa TttMsé 

après ûe choc , arec sa rittase 

avant le choc == {W,AHV,A> 

l'angle \'Aa que fait sa Vitesse 

aV«At VeiibaCf avec la vitesse 
' qu'il perd i»ar lé choè = V .-.. . tW,A) (UiA) 
l'angle aA,a' -^ae tait «a vttesse- 

après le choc , avec là vitesse 

qu'il perd par lé choc ^ .*.. . (V, A) (U, A) 

'■'■- ^pâtelHe*éW,' ■''-■ ■• • * 

ïa vitesse BB^. du cor|>8 B a+ant 

sa vitesse, ap^ès le cTioc == .'.... ÎV, ïî) 
la vitesse qu^l perd par le choc = i[U,B) 
la vitesse quèlui.impriine le Corps _ 

A en Vertu du choc, et qui doit 

être égale et dîamétralenient 

opposée à la précédente ^= . . . (V,Xf B) 
l'aflgle BBô qiie fait sa, Vitesse 

après le chot , ^yec sa vitesse , . 
î,,avMtle çfc ,= ';... . ... •':^j,->:-iibViP)"lv,.B> 

^fto^le :Ç'B>' ^Vi^ fai^sa yttp^,. .; 

jj,âvap.t le jç^j^^vecla.tvUp*^ . 
;;)^n'ilpetijprtihl ohoc wf ^.*'.-* (W^) (U,B) 

fïfajrès.lle "dhooj, soaws -Im TÎ*epse - . I . ■' ■ -; 

' '^'U pe*a pijflb Èhoc =fc ^ . . <V,B)^(U,B)i 
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Cela posé, il^est clair qne-les fonnulea (D') 
et (E) prendront lesf formes Euirantes : 



A . (U, B, A) ( V; 'À) ços', {% A) (y, B , A) . , 
-H B . (U, A,B) (V,B) COS. (V,B)^(4A>B).=?Q .(OO 

A.(V,A) [(W,A)co8.CW,aAv,A)— (V.A)] 
4 B.{V,B) [(W;b)cos. (W,Bf (V,Bi-(V,B)i=ii,(EO, 

. ' . . Remarçiifs, .. : . 

166. On voit aisément N{Ufit.. est Vobj.Qt des 
dénominations proposées dans Iç cqrollaire pré^ 
cèdent. ElleiSvEeroiént inutiles, si nous deviQUs 
nous borner à cbiripàrerdeui corps comme A 
et B ;. mais notre but ^st d'étendre la théorie dii 
choc à un système quelconque j, et /ilbrs il y au- 
roit trop de caraclêres diffèrent "à employer ppiir 
désigner toutes les quantités' qui apiVpnt <Sl]» 
confinées , ni on ne réduisoit ces caràcfères a an 
petit nombre au moyen d'un arran^ment sysq 
tématique de ces caractères , propre â faire voir 
ce à q«oi chacun se' rapporte, 'et a mettre lïno 
sorte d'aniformhé'daiïs'lBS expressions. Cet ol^et 
peut se remplir de pMsieurs' manières' ; celle qao 
j'ai adoptée consiste adèsigiïer^aboïdxha'ctm 
des corps du système parane lettaniplarticulièfe; 
puis en général par' W, la Vîibsts^avéïtt le^hoc'^ 
par V, la -vîtessœaprès lelcboo^ juuiiU jla-irîtese 
perdue pajr le clio.c,,„ea adiqig8açit> gç.<;ajrpçi(Çre 
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ET DDMOUVEW^ËSt. ■ 1 'iS^ 
comman celui da corps auquel ces vitesses appnr- 
«iennent : pais od désigne le» angles compris 
^ntre cesTÎtesses par les^xpressioDS de ces mêmes 
TÎtesses , séparées par le signe a placé en haut. 
Parce m6yeh, les mêmes formules s'étendent à 
un nombre 4]ueIconqae de corp? , saas qu'iîsoit 
jbesoin de maltiplier les caraptères qui doivent 
'daigner leurs vitesses et les direMions de ces' 
WÎtesàes. :■■ ' ■ '' 

y.:- 167. poqrTWBtrer l'umge^B'ota p«ut fore 
jie céf)expres9i(Ais^c(>Bsidàroa8.'(fig.:ai)iin!sy3- 
i:ême quelconque de corps A^BjC^D, E^&a 
^<^ui se touchent les uns. le^ àvtt-es dieux à déuic^ 
troisàtrois, &c. d'une manière quelconque. 
C 'Les (i/itëssëfr de'fies corps avant Je.choc',6»ôiitt 
<r ,'((^^=A),:(W^B), CW,C), &c. 
X'eiu'Si.TÎtÈ^es après le choc , seront : 

Leurs vitesses perdues par le choc , 8eEont&>'- ■ 

_ .s. (U,A),.(U,B),(U, 0),j8[o. „-., 
tes angles que formeront entr'éll'es lés vitesses 
'{■w^ A) et(V,'Ay, (W7B) et(V,B), (W, C) 
'«t(V, C>;iS!c;8éronV: 

(W,àH V, A) ; (W,B)?(;V",B) , (W,CHV,C), &c- 
La vît^esse' que A' imprime à B sera ( U , A , B )j 
«rtfequo-'BilJliprtiip-è' C«ri ( BVB,' O)?**- 
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l5S PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 
F^rcontéqoent ln'quaiitîté d« nouirement: que A 
imprime à fi aera.B(U, A, B) j' la qnaiitité dt 
saoDvement que'B iinpnmb'B€«Bni'C(U,B,G){ 
ainsi des autres. 

n Aibsi (U, A)»pat esettple, qui est la vitesse 
perdue par,A>.et'^iii phr «ons^ucat est égaleet 
diam«traleaien4 oj^peaée à sa Vitét^e ^gnée , sert 
aussi égale. et diamétrailetneat bppetée 'à la résul- 
tante de toutes les vitesses qui sont impriinéntatl 
corps A par tous les autres corps du système. 
Mus betnc dft'nfB'ayaïm dcvt^^^ai Ifiipi-iment du 
neuvenient.à'!A y s« réduisent ('i 46) à cftnï 4^1 
«odl; contigiia ; c'est-à^re dam Ib QgurËèïttmi- 
Jiéeifai, aux trois B^ G> L. Dddc nous a-utons^ftS!^ 

fl/»4J*9--<t7aA)lv'.A)=F— (U,B,A)«4*.(y,B>A)V*A) 

,:■).:.- .-*(u,o,A)coï;(y,G;4r(v,A) 

. — (U^L>A);«.».(U,Ii^)f(y,î^ 

De mêntÊ ,' nétis'-àvtetos 'pdui 'te cbt-pis F, par 
exemple : . -■■■ i- i ' ■,. ; ■ ■"■ T 

(u,F)co8'.(n,fny,F)i='-(û,B,i:)'cbi.'{b;B,F)-'^(vj) 

^^/, '■ . ., ,. ~<u,i,F)co..(u,ï,rHV,E^ 
'^' ' \'" ■■■ — (U,k^)cos.(Û,k.FAv,lé 
.]Çauation»fl*ïi ^^ni^HïteimpliMKntq&QlaTUt^» 
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' IT: DP M'OirvfiMtN>r:' ' iS^ 
.p^âue .par le corps X t estàmée dans le sens dfe 
)a vîteses ^nâ-Jùi faste après le (^«c , est égale et 
^Jupôtrtlen^t âçpDsée^ U M>mtD« des TÎtesœs 
qui liM .soot.ié^iriiBéeà «ii&uhanémcnt par les 
;Coriu fi, Q^.J^ Auxquels il est otmtigii , tontes 
'ex|>riinés8,d^(isi0.tnémQ.sei»dfi'oe[tte vitesse qui 
lui reste; que pareiUament , la TiNese perdue 
par Fj estimée dans Iç sens de, Ja vitesse qui lui 
reste après le choc j est égale et âiatnétralement 
' oppesée'à le 4dWmè des TÎlèsses qui lui sont im- 
. pvimèùà «ï^A^UàAéiâcnkt |mr les corps B , G , H , 
i,.K.auxqiiel9iL,iB»t'C9i|tigK) 4pii£^,BKprii|iéà6, .. 
dffnsle mêmesei^^de cette vitesse qui loi reste: 
ainsi dès autres. " 

, ,■ , . ''■H -^ <?-» È M E XI. 

. /"; ;i68. Maat /^Jcéâi des corp&^vé » m-^^eU , ( 
çue • nombre -fu'-ile apitutt dans Je système, et 
9oit que tous. épient mfibiles ou qu'il jr en ail de 
fixes ^ ta sofhniè deajiroduits de ta quantité de 
'm'ûavwiehfp'erè'iièpa^ chacun 4^ ces corps» 
n^JH^Uée'jkti-'lid^i^Bse après U cf^ ., estime» ■'^ 

-'49W^ •'Sn^r4^^if^ qu(a^té,4e\mouvemefa, ..'■ 

. fp^c^JÊiq , çs^^qie-ià-férç. ■'-.-;>"■■■•: ....■ ' '■ ■'; C 
Cette proposition o'^a,utrechose quele théo- 

' .remé énoncé ( 165) étendu à un nombre quel- 
cckii^ue'de (ioi'pé|'yt se démontre facilement au 
mqyeti de câlXhi>çî; .Ea. e6et, 
■ 'IÇoiwit (%,^*)jant de corps qu'on voudra. 
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l4o FRItlCIPES DE< C^iQDILIBRE 
«Dtrelesi^uelâ il Burvîontlin choc.' Lk flgûrè exv 
:plit]ue âesez,oeu3ï>de ces oorps^ui ^nt contigu», 
«t entre.lesguels seuls par conséquent, il s'exerce 
une. action immédiate. Cela posé par la remar- 
que précédente {i66) , on voit que nous avonh 
cette série d'équations , en même nombre qu'il 
y a de corps dans le système. 

ACU,A)CV,A)coi,(U,AP(y,A) = — A (^ ÂAJ (V,À)ecu.(tj B,A)'*(V,A) 

., — À(n,G,A}(yÀ)<»»-(u,G^Av^) 

,' . .• . ; , ' r-A(i;,t„A)(V,*)oo!.(U.L,Af(V.*) 

BCU^) {V,B)oo..(tJ,Bf{Viï)c!!— B(tI,A,B) (V,B)«».(0,A,Bf (V,B) 

■:'--■ _B(tr,€,B)(V,B)coi.(D.C,]îf(Vfl 

— B (D,F,B)CV,B)co..(U,F,bAv^) 

.1 ,-. :t i_'6 (UJCB) (V,B)co..(n,G,Bf (V,B) 

C(U,C)(V,C)...(D,cf(ViC)j=_;CfU3,0)(V,C)ci>.<DAC)'^(V,C) 

'■' ■ ■..■■■■.'. _<;(tJ,D,«)^Y,e)coi.(tT,D,cf (V,C) 

■■■■;, '■■:fC'(U,E,C)tV,C)oo.H(0,E,cf(V,C) 

-,'. ' — (3(ij,'F,Çj(y,Cjcoi.((j,F,cf(V,C) 

" (1.D) CypD)oo..(ty>Ay,D)=— p(ù.<iPXV,»J«»,(U,c,DAv,D) 

E([T,E)pif,E)i»..(0!,EP(y;E)=.— E(CriG)]î9fViE)i».:<UAïAv,E) 

F (u,r) cv,F) 00.. (n,Ff (v,r) = ^ F (tiAF) (V,f) ôm. (&,*>■? (Vfl 

■ "; ■ '■•■■•J-:''-'- "■''■'"■ll.F(ff,C,P)(V,F)co..(U,C,Ff(V.F) 

:,.'..■,. —F [C,H,F) (V,F)coi.(U,H,F)r(W 

, t-F {ITJ,F)(Ï,F) co.. (U,I,FAv,r) 

,.: -■ .,'.■:: — FfOiK,i^fr^)<!o..(U,KiFf(V,F) 
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G{U,G){V,G)ooj.(U,G)'^(V,G)=— G(U,A,G)(V,G)<Ms.(U,A,GHV,G) 

— G(U,B,G) ÇV,G)co,.(Ufifif[VjG) 
— G(U,H,G){V,G)cos.{0,H,gAv,G) 

H(U,H)(V,H)co8.(U,Hf'(V,H)= — H(U;F,H)(V,H)cos.(U,F,Gf{V^) 
— H(U,G,H)(V^)cos.{U,G,HHV.H) 
— H(U,I,H)CV,H)cm.(U,I,hAv,H) 

I(U,I)(V,I)co«.CU,lf(V,I) = — I(U.F,I)(V,I)M».{U,P,lf(V,I) 

— I (U,H,I) (V,l) COS. (U,H,IHV,I> 

— ï (U4C,1) (V.I) co». (U,K,lf(V,I) 
K(U,K)(V,K)cos.(U,Kf'(V,K)=— K(U;F,K)(V,K)cofc(U,F,K)'(Y,K) 

— K{UXK)(V^)coa.(U,I,Kf(V,K) 
L (UJ.) CV,L) coi. (U,Lf(V,L) = — L (U^,L)(V,L)«».(U^,Lf (V,L) 

J'ajoute 6086011)16 toutes ces équations , et 
je vois aisément , que tons les termes du second 
' inembl-e se détruisent deux à deux , en Tertu du 
théorème énoncé (i63) ; car, par exemple, le 
premier terme du second membre de la première 
équation, exprime évidemment (i64) la quan- 
tité de mouvement imprimée àÂparB, estimée 
dans le sens de la vitesse .de A après le choc, et 
pareillement , le premier terme du second mem- 
bre 'de la seconde équation est la quantité de' 
mouvement imprimée à B par A, estimée dans 
le sens de la vitesse de B après le choc. Or, par 
la proposition quenous venons de citer, la somme 
de ces deux quantités est o , comme on le voit 
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par la formule (D') (i6f>) , qui est la traduction 
de cette proposition , et qui est la somme même 
dont nous venons de parler. 

Par la même raison^ on voit que le second 
terme du sçcond memire delà première équa- 
tion , et le premier terme du second membre de 
la septième , doivent faire ensemble une somme 
égale à zéro j de même, le troisième terme du 
second membre de la première équation , et le 
premier terme (fti second membre de laonzièmej 
de même , le seco;tid ternie du second membre de la 
seconde équation, et le premier terme du second 
membre de îa troisième équation : ainsi de suite. 
Donc tout le second membre de L'équation résul- 
tante de la somine de toutes les autres s'évanouit; 
donc la somme des premiers membres est aussi 
zéro. 

Or la somme de ces derniers est visiblement ta 
somme des produits de la quantité de mouve- 
meht perdue par chacun des corps du système, 
multipliée par sa vitesse après le choc, estimée 
dans le sens de cette quantité de mouvement, 
t)onc cette somme est égale à zéro ; ce qui e&t 
précisément l'énoncé de la proposition. Ce. qu'il: 
Jalloit démontrer. 

c o no X. LA ins PHSMJBa.. 

ï6g. Représentons par M la masse de chacun 
des corps du système , par W sa vitesse avant le 
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choc , par V sa vitesse après le choc , par U la 
vîteese qu'il perd par le choc , par le signe a en 
général, interposé en haut «atre loa expreasons de 
deux lignes qu^conques , l'an^lffi^^'ellea for'* 
ment ; et enfin par fom. la somme de toutes les 
quantités du même genre. Nous aurons donc pour 

tout le système : fom. M . U . V. cos. U V= o,(F); 

C O RO L LJ,l RE II. 

170. Cett« proposition ayant lieu ;, quels que 
soient le nombre des corps et leur disposition 
respective ; é% soit qâé ces corps soient tous mo- 
biles , ou qu'il y en. «jt de fijtes. (i.63}, doit aussi 
^Toir lieu évi4çBi«eQt, aoit <^ ^ fliQP entr'eu^ 
epit immédiat > soit qu'il s'epèrc! p»v L'iotermé- 
diaire d'uae mî*oihia» quelcowioe aaju ressort. , 

171. Pôwjc cliafiui des cOTps qiui seatfiïeis; 
on a V = o. Ainsi 1^ terraç qui li«i iipp^rtient 
s'évanouit , et par conséquwt il n'entre dans la 
formule^récédente , que les parties mobiles du 
système. Doi^asi U cqnimjuif i/^ajtioji.des mouve- 
mens s'opère par l'entremise d'une machine qui 
ait des parties fixes, ou 8*il se rencontre des obs- 
tacles immobiles et parfaitement durs , toutes ces 
parties immobiles n'entreront pour rien dans là 
formtdo. 
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COROT.X,JIRE J r. 

■ 17a. On peut donner à la formule trouvée 
une autre'-^pression ; car on a (36) 

U.coB. U^'V = W.cos.w'V— V. 
/\ 
Substituant cette valeur de U.cqs. U' V dans la 

formule trouvée (F) , elle deviendra 
/om.M.W.V.cos.W^V— /om. M. V' = o, ou 

/oBi.M.W.V.cos.-W^V=/om.M.V'. (F') 

CO^OLZ^IRSr. 

176. On peut encore donnor une nouvelle 
expression à la formule (F) (169)} car puisque W 
est la résultante de Y et de U, nous aurons , en 
évaluant les trois vitesses dans le sens U , 

V. cos.V^'u = W.cos.W'V — U. 

Substituant cette valeur de V.C08.V UdaUs la 
formule (F), elle devient: 

/om. MUW coB.w'u— /om, MU' = o. (F") 

COROZL^IREri. 

174. n est possible encore de transformer 
l'équation (F) d'une autre manière} car W étaot 
toujours la résultante de V et U, on a 

W = Vco8.w\ + Uco8.W% 
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Substituant cette valeur de W dans- la for- ' 
mule (F') (173], qui est déjà une transformée 
de la formule (F ) , ou aura 

fim. Mycoï-wV' + Jiin. MVD.(»8.w'V,co».t/\i 

=70»*. M V* 

ou 

fom. MVU . co». w\ . ocw. TftAï 
= fom. MV' (l — coi.w'V' ) := fom. MV* sin.w'V». 

Donc 

jbm. MVU . c^. y/y . COS. Vu 

!=yôm.MV'.MiLV^V'. CP") 

rrHËORÈHE XII.' 

175' J^ans le choc des corps durs , quelque 
soit leur nombre , et soit que le choc soit immé~ 
_diat, ou qu'Use fasse au moyen d'une machine 
quelconque sans ressort, la somme des forces 
Ifives avant le choc , est toujours égale à la 
somme des forces i>ives après le choc, plus la 
. somme des forces vives qui auroii lieu , si cha- 
cun des corps s^ mouvoit librement avec la seule 
vitesse qu'il a perdue par le choc. 

Supposons que MAmB.(fig. 31) étant un pa- 
rallélogramme , la diagonale Mm représente W^ 
le côté MA, Y; et par conséquent, le c6té 
MB.U. 
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Le triangle MÂm donnera 

Mm = MA +A/7I — 3MA.A7n.coB. MÂm; 
qui parce que l'angle MÂmest le supplément de 
AMB, devient 

Mm =: MA + Am + ^MA.Am.'cos. AMB. 

Or AMB est V U. Donc l'équation précédente 
devient 

W = V" + U' + a V.U.oos. V^U; 
donc 
/om.M.W=/om.M.V'+/om.M.U' 

+3/om.M.V.U.cos.v'V. 
Mais ledemier terme de cette équation est o[i6g); 
donc l'équation précédente ae réduit à , 
fom. M W =/om. MV*+/om. MV% (G) 
qui est la traduction algébrique de la proposi- 
tion énoncée. Ce qu'Ufaïïoit prouver. 

CORO LLJ J SE PME u I ER. 

176. Donc, lorsque plusieurs corps animés 
de forces quelconques se font mutuellement 
équilibre, soit immédiatement, soit par le mc^eti 
d'uns machine quelconque sans ressort } la 
somme des produits de chaque masse par le 
carré de la vitesse avec laquelle elle tend à se 
mouvoir 3 est un minimum , c'^est-à-dire moin- 
dre que ne le serait la somme des produits de 
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ckaqzte masse par le carré dé là vitesse qu*elU 
perçlroit , si le système prenait un mouvement 
quelconque géométrique. 

Supposons , ^ar exemple, que deux masses m, 
rn soient appliquées aux extrémités d'un levier 
horisontal , dont les bras soient respectivement 
r, /; nommons g la gravité , u, u' les vitesses 
géométriques ou virtuellesque prendroient m, m' 
s'il naissoit un petit mouvement : puisqu'il y a 
équilibre par hypothèse , la vitesse avec laquelle 
. chacun des corps tend à se mouvoir est g. Donc y 
puisqu'il y a équilibre , la vitesse perdue est 
aussi gi donc la somme des produits de chacune 
de ces masses par le carré de la vitesse qu'elle 
perd , est m^ -1~ ^'^' Mais s'il naissoit un petit 
mouvement, g — » seroit la vitesse perdue par m, 
etg'+«', celle queperdroitm'y donc par le prin- 
cipe ci - dessus , mg* + m'^ est minimum ou 
moindre qu'e fn{g — o)* + m (^g-{- u' )*; c'est-à- 
dire,que ces deux quantités doivent différer d'une 
quantité infiniment petite du second ordre, puis- 
que le mouvement est infiniment petit Donc on 
doit avoir 

mg'+ m'g*~ m(g—uy+m'(g+u')% 
ou en exécutant les opérations et réduisant , 

mu^ + m'u* ^ zmgu + ûm'gu' ; 
bu parce que u, u' sont infiniment petites par 
rapporta^, 

mgu — Ti^gu' :;= o j 
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ce qui donne mg: m'g'.'.u' lu, ainsi qu^on le 
lire du principe des vitesses virtuelles. Cette pro- 
position peut donc être considérée comme ua 
nouveau principe d'équilibre, ou plutôt comma 
nne nouvelle manière d'exprimer le principe 
des vite^es virtuelles. Ce principe sera généra- 
lisé (j8d). 

COROZLA IS.B It. 

177. Si le 'système chdngeoit de mouvement 
par degrés insensibles , la quantité de mouve- 
ment perdue à chaque instant par chacun des 
corps f seroît infiniment petite. Donc alors on 
auroit pour chaque instant U = o ; donc U* 
seroit infiniment petite du second ordre. Donc 
/om.MU' s'évanouîroit auprès de yô/n. MVj 
donc l'équation se réduiroit k 

fom.MV?' =/om.MV'. 
C^est-à-dire , que quand un système de corpa 
durs agissant les uns sur les autres par leur senle 
inertie on abstraction faite de toute force motrice^ 
change de mouvement par degrés insensibles , la 
somme des forces vives se conserve perpétuelle- 
ment sans al tération^malgréFaction et la réaction 
des corps les uns Burlesautres,etsoitquelemon' 
vement se communique de l'un à l'autre immé* 
diatemeut , ou par l'entremise d'une machine 
quelconque sans ressort. 
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CO no Lï.^1 RB J Z li 

178. Lprsqu'il y a un diangement brusque , 
que la valeur U de la vitesse perdue soit positivQ 
ou négatîre, son carré U' est toujours positif. 
Donc fom. MU* est toujours une quantité posi- 
tive, de même que/om. M W et jom. MV'^ douQ 
en vertu de l'équation (G) (176), yô/n. MW* est 
toujours plus grande que /o/n. MV* ; c'est-à'dire, 
qu'alors la.eomme. des forces vives après le cbog 
est toujours moindre qu'avant. U y a donc tou- 
jours déperdition de forces vives dans le choc des 
corps durs, soit que le choc soit immédiat ^ oa 
qu'il s'opère au moyen d'une machine quelcon- 
que sans ressort jet cette déperdition de forces 
vives est toujours égale à la somme des forces 
vives qui auroit lîeu , si chacun des corps se 
raouToit librement avec nne vitesse égale à celle 
qu'il a perdue par le choc. J'appellerai ce prin- 
cipe loi de la déperdition de forces vives dans 
7e choc des corps durs. 

THÉORËXS XIII. 

17g. Dans le choc des corps parfaitement 
étaatiquef y.en ^elque nombre qu'ils soient ^ la 
somme des forces vives après le choc, est iour 
jours égale à la somme des forces vives qui 
avaient lieu avant le choc. 

Cprl'eflfirt de l'élasticité est dédoubler la goan- 
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tité de mouTement que chacun des corps du sys- 
tème imprime à chacun des autres; c'est-à-diro 
que MU devient pour chacun des corps du sys- 
tème,' double de ce qu'elle aeroit si les corps 
étoient dnrs. Mais la direction de cette quantité 
tie mouTement perdue ne change pas , puisqu'elle 
est toujours égale et directement opposée à la 
résultante de toutes les forces imprimées à M, 
et que celles-ci ayant foutes doublé en même 
temps, la direction de leur résultante ne peut 

avoir changé. Donc l'angle U W est le même 
que si les corps étoient durs. 

Or, pour les corps durs, nous avons {17^) 

/om. MU W C08. W'U — /om. MU' = o. 
Supposant donc que si les corps sont parfai- 
tement élastiques, la vitesse perdue soit U', et la 
vitesse restante V, W restant la même, U'sera 
double de U ; donc U = ; U' ; donc la formule 
deviendra pour les corps parfaitement élasti- 
ques , en multipliant tout par 4 , 

zfom. MU'W COS. W^V —fom, MU" = o . (H> 

qui k cause de W co«.W'\j'= V'oor, V 'u'+ Ut 
devient 

2/om.MU'V'cos.V^U'+yôm.MU" = o. (H'; 

Mais comme d'un autre côté W «tant tou|our» 
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U résultante de V et de U', on doit aroir (175) 

W = V" + U'* + 3 V U' C06. V^U' , 
et par conséquent , 
fom. M W = fom. M V" ^fom. MU" 

+ a fom. MU' V'cos.v'^U'. 
Si l'on ajoute cette équation à l'équation (H' ) , 
et qu'on réduise , on aura 

/om.MW*=/ow.MV"î (H") 

formolequi est la traduction algébrique de la 
proposition qu'il falloit démontrer, 

■.COROJ.J..iIRBir. 

180. Si les corps n'étoient pas parfaitement 
Mastiques , mais tous doués d'un même degré 
d'élasticité représenté par n, c'est-à-dire tel que 
l'action réciproque des corps au Lieu d'être dou- 
blée , comme il arrive dans le cas des corps par- 
faitement élastiques, fût seulement cette même 
force multipliée par n : il est cJair que la direc- 
tion ^e chacune des vitesses perdues seroit eiïcoro. 

A 

la même , ainsi que l'qnglp W U. ^ , 

Cela posé, nousavon&pour les eorps durs (173) 

fom. M U W <îo». W'\j — fom. M U'- = o. 
Supposant donc que pour le cas où le degré d'élas* 
ficité est exprimé par n, la fîteese perdue soit U'' 
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et la vitesse restante V, on aura U' =: nV , ou 

u = iu'. 

n 
Donc la formule précédente deriendra y en mul- 
tipliant par fif 

. nfom.MV'yV coê.W%'—fom. MU''= o. 
Bquation qui à cause de 

w COS. w'^u' = v eo8. v''^u'+ ir, 

devient 
/om.MV'U'cofl.V^U'4-(^^)/î»»i.MU''=o.(H'0 

Mais comme d'un autre côté, W étant toujours 
la résultante de V et de U', on doit atoir (i 7Ô) , 

W = V'*+U"+2V'U'cos. v'^U's 
et par conséquent j 
ifom. MW^: i/om. MV"+ ^/om.MU" 

+/oni.MV'U'cos.V'V. 
Si l'on ajoute cette équation à l'équation (H"} , 
et qu'on réduise , on aura 

/om.MW' =fom. MV"— ^I^/om.MU". (H") 
n 

Dans le cas de !a parfaite élasticité , on a n = 3 ; 

donc alors le dernier terme de l'équation de-- 

TÎent o , et l'équation se réduit à 

fom.1AW—/om.MY'% 

comme dans le corollaire précédent. ' 
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' Dans le cas des corps durs, on a n= l. Donc 
alors l'équation se réduit à ' 

fom. M W =/om. MW"+ibm.MU'S 
comme ci-dessus (175). 

TBËOHiiMBXiT. 

. 181. Dans un système quelconque de corps 
ditrs en contact immédiat les uns avec les au- 
tres f ou appliqués à une machine quelconque 
sans ressort, s'il survient un choc ^ et si aa, 
moment où ce choc va s'opérer ^ on décomposé 
le mouvement avec lequel le système tend à sa 
mouvoir endeux, dont l'un est celui qui doit être 
détruit ; l'autre est tel, que si on le supprime 
iout~à~coup seul j et qu'on lui substitue un 
autre mouvement quelconque géométrique, la 
somme des prodiiîtè-de la quantité dé mouve~ 
meta perdue par chacun des corps du système , 
multipliée par sa vitesse géoTnetrique , estimée 
dans le sens de cette quantité de mouvement ^ 
aéra égale à zéro. 

Car (1A8) eu vertu de la substitution donton 
Tient de parler , ce nouveau mouvement géo- 
métrique sera celui qui devra réellepient avoir 
Uen après le choc. On pourra doue regarder alors 
le mouvement avec lequel lé système général 
tend à se mouvoir, comme composé de ce nou- 
TQ«a mouvement et de celui qui est détraîl î 
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donc on pourra appliquer à oe mouTement com- 
posé, les méaies raisonnemens que ceux qui ont 
été faits pour l^cas où le mouTement àTOc lequel 
le système tendoit à se moaroir , étoit composé 
de celui qui devoit réellement avoirlieu , et do 
Celui qui devoit être détruit. Or ce mouvement 
qui devoit être détruit avant la substitution , est 
ïe même que celui qui doit l'être malgré la subs- 
titution , puisque !e mouvemeot substitué étant 
géométrique , ne cbange rien à l'action récipro- 
que des corps. Donc, par la même raison qu'on a 
eu l'équation (F) (169), on doit avoir, en nom- 
mant u la vitesse géométrique substituée à la 

vitesse V,/om.MU« cos.U.u = oj (I), formule 
qui n'est autre. chose que la traduction algébri- 
que de la proposition qu'il falloit démontrer. 

COjaoZ.L^ I RB P RSX I ER. 
■ 182. Sidu choc doit résulter l'équilibre dans 
le système , alors on aura V = o , et U = W ; 
donc la formule précédente deviendra 

/M,"Wwcos.W'^/— oV (!') 
équation qui devra avoir lieu dans le cas d'équi- 
libre ou de la destruction générale des mouve- 
mens , quel que soit le mouvement géométrique 
imprimé au systêmje. 

COROLLAIB^B II. 

l83. Lafonçule (I) troiivéeci^de<sas,peat 
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prendre nne autre forme ; car W étant la résul- 
tantede VetdeU, on doitavoir 

Ucos.U « = Wcos.W u — Vco8.V a. 
Substituant datw ' l'équation (I) cette valeur de 
u COS. u u, on aura 

fot^. MWucos.w'u— /ont. M Vw co8. v'^« =o j (r") 
formule qui se réduit comme la précédente (!') à 

/om.-M.WKcoa.W «= q, 
âans le cas d'équilibre. 

■ C O S.O t Z,J1 RE III. - 

l84. On peut encore donner suk équation» 
(F), <F) /(F"). (I) , (i';). «n-e autre forme 
très-remarquable à cause de la méthode imaginée 
2>ar les géomètrei de rapporter &n. général les 
mouvêmena d'ua système de^ corps à trois axes 
perpendiculaires, entr^eux; ce qui donne pour 
l'ordinaire aux solutions beaucoup d'élégance et 
de simplicité , ainsi qu'on l'a déjà observé. 
-■ XihaginoDsdbno à volonté dans l'espace , trois 
■ «ses perpendiouUîres entr'eux , et conoevonç,que 
les vitesses W,'V,,U., u soient décomposées cha- 
cune en, trois autres parallèles à ces trois axes. 
Nommofl^ 
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celteg de ces TÎtesses qui répon- 
dent à W. W. W", W^ 

cellei qui répondent à V T, V", V" 

celles qui répondent à U U', U', U" 

celles qui répondant à a w', m", w'" 

Cela posé , je dis que les équations (F) , (F') , 
( F" ) , ( 1 ) , (1°) , prendront les formes suivantes ; 
on pour abréger, je substituerai le simple signe 
ordinaire d'intégration / à l'expression /om. 

/MU'V +/MU''V' +/MU'V"=o... {f) 
/MW'V'+/MWT'+/MW*V*"1 ,«v 

= /MV" +/MV +/MV"". J ^' 
/MU'W'+/MU'W+-/MU''W"'l ,™^ 

î=/MU" +/MU'" +/MU"" J ^' ' 
/M Vu' +fMV'u"+/MV"u''=o... (») 
y'MWV+/MWV>/MW'"a"'l_ , .,, 

= /MV'«'+/MVV+/MV"«"'J °*-'|' 

Formules qui ont lieu pour tous les caspossiblef 
d'équilibre et de mouvement dans un système de 
corpB durs , agissant soit immédiatement les uns 
sur les autres, soit par l'entremise d'une ma' 
chine quelconque sans ressort, 

La démonstration de ces formules suit évidem- 
ment de cette proposition trés-connue en géo^ ' 
métrie; savoir, que le produit de deux droites 
quelconques menées dans l'espace d'un point 
donné , multiplié par le cosinus de l'anglequ'elle* 
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comprennent, est égal à la somme des trois pro- 
duits formés, en multipliant les deux projections 
de ces droites sur chacun des trois axes. D'où 
suit , par exemple , que 

tJVco8.u'^V= U'T + U"V'' +U"V"î 
ainsi des autres. 

THÉOKÉHB XT. 

l85. Parmi tous les mouvemens dont est 
susceptible un systêiïie de corps parfaitement 
durs agissant les uns sur les autres par un choc 
immédiat f ou par des machines quelconques 
sans ressort , de manière qu'il en résulte un 
changement brusque dans l'état du système : 
celui de tous ces mouvemens qui aura lieu réel- 
lement après l'action , est le mouvement géot 
métrique qui est tel , que la somme des pro- 
duits de chacune des Tnasses par le carré de la 
vitesse qu'elle perdra j est un Tavaimum, C'est- 
à-dire, moindre que la sommé des produits de 
chacune des masses par le carré de la TÎtesse 
qu'elle auroit perdue , si le système eût pris un 
autre mouvement quelconque géométrique. 

Ainsi M représentant chacune des masses du 
système , W" sa TÎtesse avant le choc , V sa vîtesso 
après le choc , U sa vitesse perdue par le choc , 
u une vitesse quelconque géométrique ; il faut 
prouTer que/MU^ est-moiadre lorsque M prend 
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la vitesse Y après le choc , que si elle prenoit la 
yîteeseUfOuqne i'.fMU* = o,' f ét&otls signe 
de la variation , lorsqu'au lieu de V on substitue 
une vîtesae géométrique u , infiniment peu difie- 
xente de la première. 

En effet , décomposons V en deux autres vi- 
tesses , dont l'une soit u et l'autre u'; puisque V 
etu sont l'une et l'autre géométriques, «'lésera 
aussi (iSa) : donc nous aurons (181), 

/MU«co3.U «'=0. (a). 

Décomposons pareillement la vitesse perdue U 
en deux autres vitesses , dont l'une U' soit la 
vitesse qui seroit perdue par M , si le corps M, 
au lieu de la vîtesse V , prenoit après le choc la 
vitesse u ; je dis que l'autre sera égale et dia- 
métralement opposée à «',• car si l'on nomme 
u" cette vitesse f et qu'on représente (fig. aS) W 

par 771W, Vpar mV,UparmU, a parm», u' 
par mu', etenfiuu"par ma*. Les âgures mVWU, 
jnuWU', muVu', mV'Vu''f seront quatre paral- 
lélogrammes dontles diagonales serontrespective' 
ment , mW, mW, mV, mV j ce qui ne peut 
avoir Heu sansque l'on ait ma"=UU'=«V^mw'. 

D'où il suitquemtt":=»i«','c'e8t-à-diro,u''=«', 
et sans que de plus ces deux quantités ne soient 
diamétralement opposées., 
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Cela posé, le triangle mJJV donne 
ÏJÏÏ'coa. UU'm ='mTJ'-''mV cos. UmU', 

qui parce que l'angle VmV est infiniment petit, 
et que par conséquent son cosinus diSere de 
l'unité seulement d'une quantité infiniment pe- 
tite du second ordre , devient 

ÛÏÏ' cos. U U' m = ÇnU' — ^). 

Or [mV — mXJ) est la quantité dont varie U , 
lorsqu'au liçu de Y, le corps M prend la vitesse u. 

Donc \m\J' — mU) = ^U ; donc l'équation de- 
vient 

ÛÛ' COS. VV'm = JU , ou «' cos.' xTu' = J-V. 

Substituant cette valeur 'de u' cos. U. u' dans 
l'équation (a) trouvée ci-dessus , nous aurons 
, /MU/B = o, ou J/MU":==0} (K) > 
forraule'qni n'e?t autre chose gne la traduction 
algébrique de la proposition énoncée. 

On sait que l'égalité de la différentielle ou de . 
la variation d'une quantité à zéro , n'annonce 
pas toujours un minimum^ mais qu'elle peut 
désigner un maximum , et même quelquefois un 
état du système , qui n'est ni un maximum ni un 
minimum proprement dit. La proposition pré- 
cédente doit donc être entendue avec les restric- 
tions ordinaires, et c'est la formule même (K) 
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qui exprime sans exception la loi générale du 

choc des corps durs. 

186. Cette formule est très-belle, car elle 
. snfSt seule pour déterminer le mouvement d'un 
système de corps durs après le choc , lorsqu'on 
connoit celui qui a lieu avant le choc , soit que 
ce choc soit immédifct , soit qu'il s'opère au 
moyen d'une machine quelconque saus ressort , 
puisqu'elle établit d'abord que le mouvement 
doit être géométrique , et qu'ensuite parmi tous 
ces mouvemens , elle désigne celui qui doit avoir 
lien. 

Que par exemple , deux globes A , B venant à 
se choquer obliquement, on veuille connoître 
leurs mouvemens après le choc. 

Supposons que la vitesse A estimée dans le sens 
A B de fa ligne des centres , soit avant le choc a 
et après le choc t ; que celle de B estimée suivant 
la même direction , soit avant le choc b et après 
le choc ft. Que de plus , celle de A estimée per- 
pendiculairement à cette ligne des centres, soit 
avant le choc a et après le choc et' } et qu'enfin 
celle de B aussi estimée perpendiculairement à 
cette ligne des centres , soit avant le choc b' et 
apr^ le choc j3'. 

Par notre proposition ., le mouvement devant 
être géométrique , il faut d'abord qu'on ait a ±= fi. . 
Aiitsi la vitesse perdue par A suivant AB , sera 
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a — (i ^ et celle de B perdue daos le même tens , 
sara i— j8 ou b — «. 

- . De plus , dans le sens perpendiculaire à la 
ligne des centres , la vitesse perdue par A sera 
a' — «', et la vîteese perdue par B sera b' — jS'j 
donc les vitesses totales perdues respectivement 
par A et par B , seront 

V(a — «)' + (o'— «')' et ViP^'-y + ib—^'y, 
Donc parle théorème, on doit avoir 

+ B[(6-«)*+"C*'-^')*] = o, 
ou 

(Aa — A«)<r« + (B6 — B»)/* 
' 4- \ka'~ A«') J^tt + (B6' — BiB') /(B'^ o. 

Equation dans laquelle les variations <r<e, l»\ 
J' $'y sont absolument indépendantes l'une de 
l'autre ; ce qui ne peut avoir lieu sans que Je coef* 
ficieot de chacune d'elles ne soit o. Donc on a 

. , , Aa + Bb , , ,, 

ces trois équations —-———-=«, o =:«'è =j8. 

A + B 
!C^ quHlfalloit trouver, 

187. Cette loi s'étend avec les modifications 
convenables aux chocs qui peuvent avoir lieu 
dans un système de corps parfoîtemmt élasti- 
que», ou même doués d'une élasticité quelconque 
constante ; c'est-à-dire , qui soit la même pour 
tous les corps du système 
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Car si nous supposons que U' représetate filbi^ 
la vitesse perdue par M , on aura dans le cas d» 
iborps parfaitement élastiques , 17' = a U , et en 
général pour un degré d'élasticité exprimé par n, 

U'= nU, ou U = -U'. Substituant dans la 
n 

formule jyMU'=o, elle deviendra J/—MU'*=o. 
n 

Donc si n est constante ou la même pour tous le» 

Corps, on aura— «f/MU"=Oj ou J'/MU''=o. 

Ainsi cette formule appartient à tout système de 
corps dont le degré d'élasticité est le même. 

Mais i^ faut observer , qu'alors U devenant 
itU, le Cor^s M rejaillit en sens contraire avec 
cette vitesse nU , moins la vitesse U. Donc la 
vitesse avec laquelle le corps rejaillit, e8t(n — i )U; 
donc la TÎtes&ë relative après Ib choc , est à la 
TÎteese relative aytint le choc , comme n — i est 
à !• C'est-à-dire que la formule <ï'yMU*=o 
aura toujours Heu , mais que la variation doit 
être prise , en supposant que la vitesse reUtive 
après le choc est égale à la |v.îtesse relative avant 
le choc, multipliée par n — i , et prise en sens 
contraire. Ainsi , dans le cas des corps durs où 
fnous, c'est-à-dire quand n=i,la vitesse rela- 
tive après le choc doit être supposée o, ou ce qui 
revient au même , le mouvement doit être sup- 
posé géométrique. Lorsque les corps soat parfoi- 
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tement élastiques , c'est-à-dire lorsque n = a , la 
Vitesse relative après le chcc doit être supposée 
égale Â la vitesse relative avant le choc et prise 
en sens contraire : ainsi des autres. 

l8S. Si l'on suppose que pendant un temps 
donné t ^ chaque corps M eût parcouru l'espace 

X 

Xavec la vitesse U, on aura U= — . Donc 1b 

formule peut être mise , en divisant' par t qui est 
le même pour tous les corps , sous cette forme 
J/M UX == o. 

Maupertuis appelle , dans son Essai de Cos- 
mologie , quantité d^action (17) le produit d'une 
masse par sa vitesse et |fhn le chemin qu'elle par- 
court. Ainsi MUX est une quantité d'action, et 
il avance en principe , que la quantité d'action 
nécessaire pour produire un changement dans 
le inouvement des corps ^ est toujours un mini- 
mum. Ce principe doit être regardé comme l'é- 
iioncé dont l'éqhation précédente est la traduc- 
tion algébrique. Maupertuis fonde ce principe 
sur les causes finales ; mais comme les causes 
finales s'interprètent arbitrairement , qu'on leur 
fait dire tout ce qu'on Teut , on n'en tireroit au- 
cune conséquence précise , si on ne les appuyoit 
de démonstraUons mathématiques. Maupertuis 
a prouvé qu'en effet son principe avoit lieu dans 
le choc direct de deux corps libres parfaitement 
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durs, et dans celui de denx corps parfaitememf 
élastiques; mais il n'a point été au-delà, et son 
principe j quoique très- beau, ij'a pas été plu» 
approfondi par lui , ni par les autres Oéomètres, 
en ce qui regarde les changetnens brusques : du. 
moins je ne sache pas que personne eût entreprit 
' de le démontrer généralement avant la première 
édition de cet ouvrage, où j'établis le principe 
équivalent donné ci-dessus (iSÔ); mais seule- 
ment pour les corps durs. La démonstration qua 
je viens de donner ici est plus générale , puis- 
qu'elle embrasse les corps doués de divers de- 
grés d'élasticité; mais elle prouve en même temps 
combien sont caduques celles qu'on voudroit 
basef sur les causes finaUs , puisqu'elle fait voir 
que le principe n'est point général; mais res- 
treint au cas où tous les corps du système sont 
doués du même degré d'élasticité. Au reste , le 
Ibéoréme tel que je l'ai donùé (i85) , me parott 
plus simple et plus facile à employer qne celui ds 
la moindre action , où l'on introduit inutilement 
l'espace parcouru. Mais îl n'en est pas moins vrai, 
que d'après l'explication qui vientd'étre donnée, 
il ne reste plus rien de vague dans le principe da 
Maupertuis , et qu'il est rigoureusement et ma- 
tbématiquement démontré. 
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THÉOKÈUB XTI. 

189. Dans un système quelconque de corpSf 
que ces corps soient durs ou non, qu'ils agissent 
immédiatement les uns sur les autres , ou par 
le moyen d'une machine sans ressort ou à res- 
sort, pourvu que la compression et la resti- 
tution soient supposées faites en un instant 
indivisible : s'il survient un choc , ou action 
quelconque entre les diverses parties du sys~ 
téme ; et si au moment où le choc va s*opé~ 
Ter, on imprime à ce système , outre le mou- 
vement avec lequel il tend à se mouvoir ^ un 
autre mouvement quelconque géométrique ; rien 
ne sera changé pour le premier instant du mou- 
vement à l'action réciproque des corps , et la 
somme des produits de la quantité de mouve- 
ment perdue par chacun deux , multipliée par 
sa vitesse géométrique , estimée dans le sens de 
cette quantité de mouvement, sera égale à zéro. 
Car en yerta du mourement géométrique im- 
primé au système, les corps qui agissent t'un sur 
l'autre , ne tendent ni a se rapprocher ni à s'éîoî- 
gner. Donc d'abqrd it n'y aura rien de changé 
dans l'intensité de l'action réciproque de ces 
corps ; donc puisque les actions réciproques se 
détruisent les unes les autres, parce qu'on sup- 
pose la restitution des ressorts s'il y en a , faite 
dans un instant înTisible, il est clair que si toutes 
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les parties du système étoient dures, et qu'il ne 
fût animé ^ue de ces seuls mouvemeDs qui se 
détruisent, il y auroît équilibre. Donc (168) la 
somme des produits de la quantité de mouve-* 
mebtpei'due par chacune des masses, multipliée 
par sa vitesse géométrique , estimée dans le sens 
de cette quantité de mourement > seroit égale à 
zéro. Mais -ces quantités de mouvement sont , 
comme on le vient de voir, les mêmes que celles 
quisedétruisentdansleBystémeproposéj quoique 
les parties n'en soient pas supposées dures, et le^ 
TÎtesses géométriques sont aussi les méme^ dans 
les deux cas. Donc dans le premier comme dans 
le second, la somme des produits de la quantité 
de mouvement perdue de chacune des masses ^ 
par sa vitesse estimée dans le sens de cette quan- 
tité de mouvement , est égale à zéro. Ce qu'il 
Jaîloit démontrer, 

COROLLE IRE PRB SI I En. 

190. Ainsi la formule /TW Uwcos. U « = o 
trouvée (181) pour les corps durs, a tien égale- 
raient pour toutes espèces de corps de quelque 
nature qu'ils soient. Ce qui caractérise les corps 
durs , c'est la loi de déperdition de forces vives; 
cette loi (178) n'ayant pas lieu pour les corps 
doués d'élasticité. Si les corps sont parfaitement 
élastiques , il n'y a aucune déperdition de forces 
yives} si l'élasticité est imparfaite, il y a déper- 
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idition plas on moins grande. Les corps porfùt»* 
ment durs d'une part , et le» corps parfaitement 
élastiques de l'autre , forment les limites entre 
lesquelles tous les autres sont compris. Mais tous 
ont une propriété commune ^Kprimée par la 
formule yMUucos. U « = o, qui donne elle 
seule , en attribuant successivement k u toutes 
les Talenrs dont elle est susceptible , toutes les 
équations nécessaires à la solution du problème ^^ 
Sauf celles qui dépendent de la nature, des corps, 
•t tes distinguent les uns des autres , telle qu'est 
pour les corps durs l'équation 

/MUVcos.u''v=o, 
ou/MW' = /MV + /MU'i 
et pour les corps parfaitement élastiques ^ l'équa- 
tion,/MW=^/MV'. 

,THÉORÂMB XTII. 

IQl. Dans un système de corps parfaite- 
ment Ubre, que ces corps soient d'ailleurs- durs y 
mous ou élastiques , s'il survient an choc : 

i°.Iia somme des quantités de mouvemerrt 
perdues par tous les oorps du système, estimées 
dans un sens quelconque après le choc , est 
égale à zéro. 

3". La somme des qua/iiités de mouvement 
perdues par une portion quelconque des corps 
du système dans un sens donné , est égale à la 
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somme des quantités de mouvement gagnées, en 
même temps et dans le même sens ^ par tous les 
autres corps du système. 

5°. La quantité totale de mouvement du sy*- 
téme , estimée dans un sens quelconque , reste 
la même qu'auant îe choc. 

En effet, i ". puisque par hypothèse le système 
est parfaitement libre , et que par conséquent il 
n'y a aucuns points fixes ni obstacles quelcon- 
ques , on peut imprimer à tout le système ua 
mouvement commun dans le sens proposé , et ce 
mouvement sera géométrique (i^?)» puisqu'il 
ne change rien aux vitesses relatives , ni par con- 
séquent à l'action réciproque des corps. Soit donc 
u la vitesse géométrique qui résultera pour cha- 
que corps M de ce mouvement commun : cette 
vitesse u sera la même pour tous les corps du 

système. Donc la formule _/"MUbc08.U «=o 

trouvée ci-dessus (lïii), se réduira en divisant 

par u, kJ'M.Vcos.V UT=io, qui est visiblement 
la traduction algébrique de la première partie do 
lapropositipn. 
■ a". Puisque la quantité de mouvement perdue 
par un corps est égale à la quantité de mouve- 
ment gagnée par ce même corps en sens contraire^ 

il est évident que la quantité /MUcos. U u est 
la même chose que la somme des quftntités de 
mouvement perdues dans le sens deu,^par une 
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portion quelconque des corps du système , moins 
la somme des quantités de mouvement gagnées 
dans le même sens par tous les autres : ce qui est 
visiblement la seconde partie de la proposition. 

5**. Enfin , puisque W est la résultante de V et 
de U, on a ■ 

U COS. U'^w = W C08. W^u — V COS. V^w. 

Substituant cette valeur de Ucos.U u dans 
l'équation précédente , et transposant , on aura 

/MWcos.w'i* =/MVcos.V^«. 
Formule qui est évidemment la traduction de la 
troisième partie de la proposition. 

COB.OLI^ AIRE. 

193* Nous avons vu (ii5) que la vitesse du 
centre de gravité estimée dans un sens quelcon- 
que , est toujours égale à la somme des quantités 
de mouvement de toutes les parties du système 
estimées dans ce même sens divisée par la masse 
totale du système. Donc en vertu de la troisième 
partie de la proposition précédente, la vitesse 
du centre de gravité d'un système de corps par- 
faitement libre , estimée dans un sens quelcon* 
que, n'est point altérée par le choc des corps, 
quelle que soit d'ailleui^ la nature de ces corps ; 
c'est- à-dire, soit que ces corps soient durs, mous 
ou doués d'an degré quelconque d'élasticité. 
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THÉORÀHB XTIII. 

19^- Dana un système de corps parfaite^ 
ment libre f que ces corps soient {^ailleurs de 
nature quelconque , s'il survient un choc : 

1". La somme des momens dé rotation des 
quantités de mouvement perdues par tous les 
corps du système , à l'égard d'un axe quelcon- 
que pris à volonté dans l'espace^ et tendantes 
à tourner dans un même sens autour de cet ojee, 
est égale à zéro. 

3°. Zm3 somme dos momefifi de rotation des 
quantités de n^tfiv^ment per^dues pw ane por- 
tion quelconque des corps du système dans un 
sens donné autour de cet axe , est égale à la 
somme des momens des quantités de mouve- 
mens gagnées, en même tçmpis et dans le même 
sens autour de cet axe,pqr tous les autres corps 
du système. 

3". ia somme d^s rrfomens de rotation des 
quantités de nùmivemeni ^ffèciiyes après le choc 
dans un sens don;fé çMtffur d^ l'axe , reste la 
même, qu'avant le clfqc. 

EnçÇet , i^.puisqujeppF hypothèse le système 
est p^faitemeot ]ibre, et que, par oonséquentil 
n'y-a aucun, ppintjûsçni obstacles quelconques, 
on peut impriqiQr à tout; le système ua moure- 
ment de rotation, autoui; de.I'axe proposé, sans 
rien.'âéranger. aux posûtiou^ respectives des par- 
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ties de ce système , et ce niouv,esmeDt sera géo- ■ 
métrique (iSg), puisqu'il ne change- rien aux 
TÎtesses relatives. Soit donc a 1^ vitesse géo- 
métrique, qui résuUerïi pour chaque masse M 
de ce mouvement géométrique^ et R 9011 rayon 
de circulation, c*est-à>dire sa distance à l'axe 
donné. Ces vitesses « seront visiblement entr'elles 
cpmme le9 rayons K ; c'eetrà-dire qu'on aura 
u = aH , a éUnt une quan^té constante , ou la 
même pour tous les corps du système. Donc la 

formuIeyMUa co6.U u ^^ o trouvée (181), 
deviendra 

a/MUR COS. U cir. R = o ; 
c'est-à-dire, que la somme des momens de rota- 
tion des quantités de mouveiAens perdues par le 
choc auto.ur de Tax^ donné dans Iç ^eOs du mou' 
vement imprimé , est égale à zéro. Ce qui est Is . 
première partie de la proposition. 

a*. Puisque la quantité de mouvement perdue 
par un corps e^t égale à la quantité de mou,v&- 
ment gagnée par ceméme.corp8 en sens contraire, 
il est évident que la quanti té/MURco8.U cir.R, 
est la même chose que la somme des momens de 
quantités dé mouvement pevdue^ pris dans le 
sens du mouvement de rotation imprimé par une 
portion quelconque des corps du système, moins 
la somme des momens de quantités de mouve- 



n,s,t,..dDi. Google 



17a VftlNCIFES DE L'ÉQUILIBRE 

ment gagnées dans le même sens par tous les 
autres j ce qni est visiblement la seconde partie 
de la proposition. 

3*. En fin , puisque W est la résultante de V et 
de U, on a (37) 

Ucos.U cir.R=Wcos.W cir.R— Vcob.V cir.R. 
Sabstituant cette valeur de U COS. U cir.R dans 
l'équation ci-dessns, elle deviendra, endivisant 
tout par a et transposant, 
/M W R COS. W'^oir. R =/M VR bos.v'^cir. R. 
Formule qui est évidemment la traduction algé- 
brique de la troisième partie de la proposition. 
Ce qu'il fallait démontrer. 

COROLLji IKB PRBiai BR. 

194. La même démonstration auroitlieu évi- 
demment, si le système , au lieu d'être parfai- 
tement libre comme on le suppose, étoit obligé 
de tourner autour d'un axe fixe donnéj <!ar alors 
en rapportant le moment de rotation à cet axe , 
on arriveroit à la même formule que ci-dessus. 
Mafs cette formule n'auroit lieu que poar cet axe , 
leul. 

CO RO LLjt J RE II- 

ig5. Considérons l'aire balayée parle rayon 
Tecteur, mené de cbaque mobile perpendiculai- 
rement à l'axe de rotation ^ ou plutôt la projec- 
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tion de cette aire sutuh plan quelconque perpen- 
diculaire à cet axe , c^est-à-riire la surface com- 
prise sur ce plan entre deux rayons vecteurs 
menés du point où il est traversé par cet axe aux 
points de projection de ce mobile. Si l'on nomme 
dt l'élément du temps , et qu'on multiplie par 
dt l'équation trouvée ci-dessus ()93), on aura 

/MW(fc.Rco8.w'\:ir.R^/MVrf<.cos.v'^cir.R. 

Mais il est clair que Wrf< est l'élément du che- 
min qui auroît été parcouru par le mobile M s'il 
eût été libre j et que par conséquent 

'WdtçoB.'W cir.R 
est le chemin estimé dans le sens de la circonfé- 
rence qui a pour centre le point où l'axe traverse 
le plan , ou ce qui revient au même , Parc infini- 
ment petit compris entre les deux rayons vec- 
teurs qui répondroient l'un au commencement , 
Vautre à la fin de l'instant dt. Far la même rai- 
son , \dt C06.V cir. R est Parc infiniment peti{ 
compris entre les deux rayons vecteurs qui ré- 
pondent réellement, à cause du choc, fnn au 
Commencement, l'autre à la fin de l'instant dt. 

Cela posé, il est évident que ces arcs multir 
plies par R représentent le double des aires corn* 
pris respectivement entre ces rayons vecteurs. 
Donc la somme des produits de chacune des mas- 
«ss par l'aire que balaye son rdjron vecteur dans 
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dans un temps iafiniment court, est le même qoe 
s'il n'y avoït point eu de choc ; et comme la même 
chose alîeu pour tous lesinstans , on peut dire que 
quels que soient les chocs qui surviennent dans 
un système de corps libre , ou forcé de tourner 
autour d'un axe donné ^ la somme des produits 
de chacune des masses , par l'aire que balaye son 
rayon vecteur datas le sens perpendiculaire à cet 
axe, est le même pour un temps donné quelcon- 
que, que si les corps fussent tous demeurés libres. 
Cette loi s'appelle principe des aires. Elle a été 
trouvée par d'Arcy. Elle s'applique évidemment 
comme cas particulier à celui tiù le mouvement 
chapge par degrés insensibles. 

THÉOHÊHE XIX. 

196. i)ans le choc des corps, que ces corps 
soient durs ou non y et que l'action soit immé- 
diate , ou qu^eîle se fasse par le moyen d'une 
machine quelconque Sàhs reésort ou à ressort : 

i". La somnte des Momehs de percussion de 
iôua les corps du système 'à t' égard d'un moit- 
vemeht quelconque géom'éiriqïtè , est égale â 
zéiv. 

3°. Im Sommé des mamans d'activité de tous 
léi corps du système açant le choc , à l'égard 
-d'un fnbueeriient quelconque géôrn'éiriqùé , est 
■éf^lé A la àojitme dés mômens d'àéli'fUé apré's 
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le choc à l'égard du même mouvement géomé- 
trique. 

En effet, la première partie de cette proposi- 
tion n'est évidemment autre chose (67) qae la 

Al. 

traduction de la formule /MUacos. U u=o 
trouTée (i8i)- 

La secondé partie n'est autre chose évidem- 
ment (67) que la traduction de la formule 

/MWw cos.w'i* — /MVaco5.v''«= o 
trouvée (i83), ou 

A /N 

/MWwcos.W u=/m'Vwcos.V a. 
Ce qu'il falhitproùt>er. 

En regardaut la pression cbminë une percus- 
sion infiniment petite > bn poiirra appliquer ce 
théorêmeauï forces htortes^ àiisâi hiên qu'à celles 
qu'on nomme qiiafatités dé niouVèméùt. C'est-à- 
dire qu'alors , quel que soit l'état dé ïëjlos ou dd 
mouvemetit dU sy&têmË , la sottimé des tnômens 
de {iression de tous lea corps dti système à chaque 
instant sera à l'égard de tout iiioUVëmënt quel- 
conque géométrique. Cîè qui û'ést , à jii-ôjirémëni 
parler, que le principe des Vtteàsed VittuelleS ex- 
primé en d'autres termes. 

COStQI.tJXS.E. 

197. Il Jr tt doiic, comind on lè\bit par la 
seconde paitie de la proposition précédente; il y 
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a , dis'je , dans toute percussion ou connnnnica- 
tion de mouvement , soit immédiate ,' soit faite 
par l'entremise d'une machine quelconque y une 
quantité qui n'est point altérée par le choc. Cett» 
quantité n'est pas , comme l'avoit pensé Dea- 
cartes , la somme des quantités de mouTement : 
ce n'est pes non plus la somme des forces yives ; 
car celle-ci ne se conserve (177) que dans le cas 
où le mouvement change par degrés insensibles, 
et elle diminue toujours (178) lorsqu'il y a per- 
cussion. 

Lorsque le système est libre, la quantité dé 
iQOuvmtent estimée dans un sens quelconque, est 
à la vérité la même (191) avant et après la per- 
cussion ; mais cette conservation n'a plus lieu 
s'il y a des obstacles , non plus que celle des mo- 
mens de quantités de mouvement rapportées à 
diSërens axes (193). Toutes ces quantités sont 
altérées par le choc , pu du moins ne se conser- 
vent que dans quelques cas particuliers. 

Mais il e^t une autre espèce de quantités, que 
ni les divers obstacles qui s'opposent au mouve- 
ment , ni les machines qui le transmettent , ni la 
dureté , la mollesse ou les différens degrés d'élas- 
ticité des corps , ni .enfin l'intensité de la percus- 
sion , ne peuvent changer. C'est le moment d'ac- 
tivité du système général & l'égard de chacun 
des mouvemens géométriques dont il est suscep- 
tiblç. 
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Et ri l'on réunit cette loi qui appartient à tous 
les corps , À celle qui caractérise la nature de cha- 
cun d'eux j c'est-à-dire, qui dépend de sa qua- 
lité de corps dur , mou ou élaBtique , on aura dans 
chaque cas toutes les équations qui seront néces- 
fiaires à la solution de la question qui pourra être 
proposée. 

Si le choc détruisoit tous Its tnouTemens , on 
auroit V= o: ainsi la formule trouvée (1 83), se 

rédniroit /mWucos.'Vv « = o, qui nous ap- 
prend que ce cas arrive lorsque le moment d'ac- 
tivité du système général immédiatement avant 
le choc , est nul relativement à tous les mouve- 
mens géométriques dont il est susceptible. 

Remarque. 

198. Jasqn'icî nous n'avons considéré que ce 
qui arrive dans le choc des- corps opéré soit im- 
médiatement , êôit par l'entremise d'une ma- 
chine quelconque ; et comme il s'agissoit de chatt' 
gemens brusques , nous n'avons dû avoir aucun 
-égard aux forces motrices, qui ne peuvent pro- 
duire de mouvement effectif que dans un laps de 
tMips. Nous allons maintenant considérer l'état 
dn système comme changeant par degrés insen- 
'sibtes , et par conséquent , nous devons tenfr 
compte de l'effet des forces motrices. 

Ces {aoees motrices pouvant être considéré«s 
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commedes degrés infiniment petits de quantité de 
mouvement imprimés à chaque instant^ sont sou- 
mises aux mêmes lois que les quantités demouve- 
ment que nous Tenons de considérer. Si donc à un 
système de corps en repos, on vient à appliquer des 
forces motrices quelconques, comme, par exem- 
' pie, si un système de corps pesans, maintenant en 
repos jusqu'à un instant donné , est tput-à-coup 
abandonné à l'action de la pesanteur ; le mou- 
Tement initial devra se déterminer par les for- 
mules trouvées pour le cas où le changement est 
brusque j parce qu'en effet il est tel par rapport 
à son état primitif, quel petit que soit ce mouve- 
mentinitial, puisque le mouvement passe du zéroà 
l'existence. Mais lorsque le mouvement est com- 
mencé, le changement qu'il éprouve à chaque 
instant étant infiniment petit par rapport au 
mouvement précédent, est 1« résultat des forces 
motrices d'une part, et de la force d'inertie de 
l'autre , qui se combinent et p;t)duisent lés in- 
crémens instantanés ou les . différentielles des 
quantités de mouvement. 11 faut donc avoir égard 
à ces forces motrices, qui d'ailleurs étant assu- 
jéties aux méines lois qiie les quantités de mou- 
vement finies , font de la théorie qui nous reste & 
examiner, un cas particulier de cçlle qui vient 
A'èXie établie en général pour le choc des corps; 
mais comme il s'agit maintenant de considérer 
pour chaque instant l'état variable du système , 
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cette application exige nécessairement l'emploi 
des quantités jnfinitésimales. 

THÉORÂXB XX. 

19,9. Lorsqu'un système de corps durs libre 
ou appliqué à une machine quelconque sans 
ressort y et animé de forces motrices quelcon- 
ques, change de mouvement par degrés in- 
sensibles ; si pour un instant quelconque du 
mouvement ^ on nomme m chacun des corpus- 
cules dw système t'y sa vitesse, P sa force mo~ 
trice , u. la vitesse qu'il prendroit , si suppri- 
mant tout'à-coup le mouvement actuel, on lui 
substituoit un autre mouvement . quelconque 
géométrique i dt l'élément du temps : on aura 
les deux équations suivantes : 

SmVdY ~ Smr^dt€os.V^1? =^0.. (M> 

Smud (v COS. a v) — S « uPdt cos. «"jp =so. (N) 

En effet 1". Prf#'oos.V P est visiblement' la 
TÎtesse que la force motrice p. auroit fait naître' 
dans m pendant dt, dans le sens de V, si ce corps 
eût été libre. De plus , dV est la vitesse qu'il 
reçoit réellement dans ce même sens pendant la. 

même temps. Donc 'PdtcoB.'V P — dV est la 
vitesse p^due par m pendant dt dans le sens 
de y^ en vertu de l'action réciproque des corps. 
C'est donc cette quantité qu'il faut mettre pour 



1.;. Google 



iSo FRIKCIFES DE L'ÉQUILIBRE 

V 006.U V, en même temps que m pour M dans 

la formule SMUVcos.U V == o trouTée (169). 
Or cette focmute deneat par c6tte stibstitution , 

SmV(/V— SMVPd*co8.y'p=o. 

Ce g u^U fallait premièrement démontrer. 

n^. P dt COS. u P est la viteseg que la force 
matrice P auroît fait naître dans m pendant dt 
dans le sens de u , si ce corps eût été libre. De 
plus,Vco8.y u étant la vitesse d« m dam le aens 
de w, fiIv^co8.V u) est eeltè que gagne ce corp9 
4ans le 'sens de » pendant dtj donc 

Piicos.i/'P — d(Vco6.V w) 

est la vitesse que perd m pendant dt dafn le ùeoi 
de u , en vertu de l'action réciproque des corps. 
C'est donc- cette quantité qu'il faut mettre pour 
UcoskU u, en même temps que m à U place de 
MdaafilafaïDjulegânérale'SlM'tJucoe.U »=o 
troa.TéQ( iSi ). Çh: cette fbmule devient pair cettd 
awhstiUïtiftiî f 

Smud\ycoti.'V a)— S'moPrf/co8.KJP=.o. 
Ce qu'il falloît sscondement démontrer. 
jiQbs' deux foT^mriles (M) ,'(N> renferment 
toutes les \ai& de 'l'êqmhbre et dii mouvement 
dttB» u» eydême de torpà durs qui change par 
degrés iïlsensiUés, EUes sont, comme l'on voit, 
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fort simples , et ont l'avRDtBge de ne renfeiWM 
que des diâiérentielles du premier ordre. 

c o R L L j J B E. 

aoo. Lorsqu'il y a équilibre , les termes de 
I'équ«tion (M) s'évanouissent, ainsi qu« le pre- 
mier terme de l'équation (N). Cette;équiUion,»« 
réduit donc, «i divisant tout parc^^,' à ' .. . 

SntP.ttoos.it P«="io, (N') 
^ui^st le principe général de l'équilibre dans liï 
■•yet«tne quelconque de foroej motrice» mP. • 

Comme w repréMtite ici toute viteue gé<na<£- 
trique possible, et que (i6i) les Vitesses virtuelles 
soiit des vitesses géométriques ; il suit que nous 
pouvons prendre pour u une vitesse quelconque 
Virtuelle. 

D'un autre eôt^ , mP peut représenter toute 
force mouvante F. Donc l'équation (N') feut se 
mettre sous cette forme : 

SF.ucos.u'V = o, ; (N'), 
B repréèentatit la vîles^è Tirtuelle de P, Or cettft 
formule est visiblement ï'<eX]^éS6ioti 'dd fameux 
^«incipe des, vitesses Virtuelles. Nousreviéndroîtt 
sot ce principe (aiS et suîv;)i 

T H É O R Ê M E X X I. 

aoi. Dan» tewt^ ^^me'de corps dont & 
Tttouvernent ckangé par degrés insensièlee ^ Ifi 
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tomme des forces vives augmente pendant un 
temps quelcongue donné , d'une quantité tou- 
jours égale au double du moment d'activité 
consommé dans le même temps par toutes les 
forces motrices. 

Caria formule (M) tronvée (199), âonne^ 
«omme on l'a tu , en nommant da l'élément de 
la coarbe décrite par m. pendant dt^ et intégrant, 

S/m P ds C08. ds 9 — 7/m V + C = o , 
C étant nne constante égale à la demi-sommedcs 
force» Tires initiales. Donc l'augmentation des 
forces TÎTCs, c'est-à-dire, /wiV — a G est égale 
k iS fmV ds coB~ ds P, quantité qui est (63) le 
moment d'activité consommé pendant le mouTe- 
ment du système , par toutes les forces motrices. 

CO RO I.Z.J I RE. 

90S. La force d'inertie de OT, estimée dans le 

dV 
sens de V, est — m ^;— .Donc le moment d actirite 
-' dt 

absorbé par cette force d'inertie pendant dt , est 
mVdVi donc le moment d'activité absorbé par 
cette même force poor tout le. système dans 
le même instant, 'est SmYdV } dopo )e mo- 
ment d'activité absorbé par cette même force 
d'inertie pour fout le système et pour tout le 
temps du mouvfsmeot, est en complétant l'inté- 
grale, ï fmW -b C, Donc puisque pw: .la for: 
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mule (M), cette quantité moins S/mPds cos.ds P 
est o , il suit que cette dernière quantité est égale 
au moment d'activité absorbé par la force d'iner* 
tie de toutes les parties du système pendant tonte 
, la durée du mouvement; c'est-à-dire donc, que 
dans tout système dont le mouvement change 
par degrés insensibles , le moment d'activité 

SfmPds cos.ds P conaoramé par toutes les for- 
ces motrices , est égal au moment d'activité 
^yra V + C absorbé en même temps par la forco 
d'inertie. 

THÉORÈME XXII. 

So3. IjorMqu'un système de corps durs, libre, 
ou appliqué à une machine quelconque sans. 
ressort, , ei animé de forces motrices quelcon— 
qites , change de mouvement par degrés insen~ 
stèles j la force vive au boûtd'an.temps donné 
est égale à la force vive initiale , plus à la force- 
vive qui aurpitlieuj si chacun > des corps du-, 
système avoitpour seule vitesse celle qu'il au- 
roit acquise en parcourant librement la courbe 
qu^iladécTtte s supposant d'ailleurs qu'il n'eût- 
été animé à chaque point de cette courbe , que 
de la même force motrice. qu'il y éprouve réel- 
lement, et que sa vitesse initiale eût été nulle. ' 
Ce théorème, eut ce qu'on appelle principe do ■ 
la consen^atiott des forces vives , dan» un sys- ■ 
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téme de corps durs qui change par degrés insen- 
sibles. 

Si l'on conçoit que la courbe décrite par cha- 
cun des corpuscules du système soit- une ligne 
inflexible^ dans laquelle ce corpuscule soit enfilé 
comme un grain mobile, qu'au premier instant 
sa vitesse soit o , et qu'ensuite il se meuve libre- 
ment le long de cette ligne inflexible , c'est-à- 
dire sans être gêné par les autres parties du 
système; mais qu'il reste à chaque point animé 
de la même force motrice qu'il éprouve efleo- 
tivement à ce même point de sa courbe dans 
l'état réel du système : -je dis qu'alors la somme 
des forces vives qu'auront acquises tous les corps 
à la fin de leurs mouvemens , Bera la- même que 
celle qui a effectivement lieu à la "fin du meuve* 
ment dans l'état réel du système^ Tel est le sens 
de la proposition qu'il faut démontrer. 

Or en conservant les dénominations de la for- 
mule (M) (199) ,. nous aurons Vrf*=:(/«, et par 
conséquent l'équation (M) prend là formé 

SmVds COS. ds.P~~SmydY = o. 
Supposant doi>^, bofUme on vient dele-dire, qna 
la courbe décrite j>ar m soit une li^ne inflexible, 
parcourue lilK'enient par m, comttie.un grain 
mobile enfilé. dans cette coEirbe, et dégagé de 
tonte pressioH ou traction de Ift'part des autres 
corps dusysténte, etqu'eafiu il éprQùveàcfaaquo 
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point de cette courbe, la même force motrice P 
qae celle dont il est animé dans l'état réel des 
chosee. Si l'on nomme K la vitesse initiale de m , 
dans cet état réel y tandis qu'elle est supposée o 
dans la nouvelle hypothèse^ et V la vitesse de m 
sur l'élément ds , également dans la nouvelle hy- 
pothèse ; on aura, en intégrant l'équation pré- 
cédente poiir avoir l'état réel du systêmciau bout 
du' temps' ï,- 

S/inPrf«co8.rf5^P — 8/mVrfV=îO, 
/ désignant le signe d'intégration relatif à la 
durée du mouvement, tandis que S est le signe 
d'intégration relatif à la figure du système. Or 
SfmVdV =78 mV. Donc l'équation peut se 
mettre sous cette forme, 

. .S/m'Pdscoa.d.s.P — jSmVV+C=o, ■ 
G étant une constante ajoutée pour compléter 
rintégrale<- . 

Pour déterminer cette constante, on observera 
qu'an premîêr'instant on a 

V = K, et 8/mP£?«co8.J5 P=o, 
puisque la force motrice n'a encore produit au- 
cun effet. Donc C = ^ SmK' j donc 
■ SfmVdscoa.ds P — ^SmV -f- ïSmK'^p. - 
Mais par la mâme raison, on voit que dans la 
nouvelle hypothèse , on doit avoir 

SfmPds cw.ds P — ïSm V" = o ; 
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puisque dans ce cas, la vitesse ÎDitiale est suppo- 
sée nulle , et que d'ailleurs P est la même que 
dans le premier cas. Otant donc cette équation 
de la première , et réduisant , on aura 

S/nV = SmK' + SmT'. (P) 
Ce qu'il faUoit démontrer. 

COROLLAIRS F R S X I E R. 

2o4. Si la force motrice P est o ;- e'est-à-dire 
si le système n'est animé d'aucune force motrice, 
et que chacun des corps n'éprouve de change- 
ment que par la force d'inertie qui fait agir et 
réagir les unes sur les autres les diHërentes par^ 
tîes du système; le premier terme de l'équation 
précédente (M), (199) deviendra o. On aura 
donc V = o , et par conséquent , la formule (P) 
deviendra SmV* = SmK'j c'est-â-dire, quéla 
sonune des fortes vives demeurera constante , 
ainsi que nous l'avons déjà trouvé (177). 

COROLLjtIRE II. 

So5. Si îa force F étoit produite par une 
attraction mutuelle exercée entre les diiférens 
corps du système , ou par des points fixes quel- 
conques sur ces corps , 'quelle que fût d'ailleurs 
la'loi de cette attraction ,' pourvu qu'elle ne dé- 
pendit que des distances; il est évident que la 
force vive qui naîtroit de cette attraction , entre 
ces corps deux à dëux^ à chaque instant jseroit 
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igale an produit de la somme de leors masses 
multipliées chacune par la force attractive qu'elle 
éprouve , le tout multiplié par la quantité dont 
ces corps se rapprocheroient pendant cet ins- 
tant. Donc cette force attractive se retrouvant 
par hypothèse la même à distances égales , la force 
vive qu'elle aura fait naître entre deux corps 
se retrouvera toujours la même , quand ces corps 
seretrouveront à la même distance l'un de l'autre, 
quelques routes qu'Usaient tenues d'ailleurs cha- 
cun en particulier. Donc la force vive qui naît 
dans le système général, ne dépend ni de la route 
que chaque corps tient en particulier, ni du 
temps qu'il met àla parcourir, mais uniquement 
delà position où il se trouve à l'égard des autres 
eoKps du système. Donc l'augmentation de cet^o 
force, vive sera toujours la même , lorsque les 
oorps seront partis d'une position donnée, et 
qu'ils seront arrivés à une antre position donnée. 
Et cette augmentation sera nulle , c'est-à-dire , 
que la somme des forces vires se retrouvera la 
même à la fin du moûvemeut qu'au premier ins- 
tant, si les corps se retrouvent dans leur position 
primitive. 

COROLLE ijtB 121. 

Si les corps se. transmettoient leurs actions 
respectives par .des machines à ressort, et que la 
pression de ces ressorts ne d^endît que de leur 
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plus ou moins grande contraction , et non de- 
causes accidentelles , telles que la température ; 
alors la force vive que feroi t naître chacun d'eux, 
ne dépendrait que de la quantité dont il se suroît 
dilaté , et nullement du temps qu'il auroit enr- 
ployé à cela. Car la quantité de force TÎve qne 
feroit naître à chaque instant sa pression , dans 
quelque position qu'il se trouve d'ailleurs , est le 
produit de cette pression par le cbemiD infini- 
ment petit que Êint ses extrémités pour s'éloi- 
gner. Donc l'augmentation de force vive an syt- 
téme sera toujours la même, ItHTsqae chaque res- 
sort partent d'un degré de contraction donné, 
sera arrivé è un autre-état quelconque de con- 
traction aussi donné. Cette augmentation sera 
donc nulle , c'est-à-dire qne la somine des forces 
vires se retrouvera la même, si à la fin du mon- 
vement les ressorts se trouvent dans le même état 
de compression qu'au premier instant. 
COno LL^ 1 RE I r. 

So6. S'il y avait tout -A- la -fois des ressorts 
dont la pç^ion dépendît.uniquement de leurs 
degrés de contraction , et des forces attractives 
ou répulsives qui s'exerçassent en raison defonc- 
tions quelconques des distances, l'augmentation 
ou la diminution de forces vives qui auroît lieu 
au bout d'an temps quelconque , ne dépendrcdt 
phreillement quedu degréde contraction de cet 
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ressorts , et des diatances respectives des coïps du 
système, mais nullement delà position absolue 
des unes et des autres, ni des routes qu'ils auroient 
pu teoîr pour airiver à leurs nouTcIIes positions; 
de manière que si ces positions des corps et des 
ressorts se retrouroient les mêmes qu'au pre- 
mier instant du mouvement , l'accroissement ou 
la diminution de la force vive seroit nulle. 

COSOXXVI A£ Ti 
307. Si laforcemotriceP est constante, tant 
pour son intensité que pour sa direction ; si c'est, 
par exemple , la gravité ordinaire à la surface de 
laterraqneje nommerai^. La formule (M) (199) 
■deviendra , en înt^ant par rapport à /, 

A 

gSfmds COS. ds g = | SmV. 
Or il est clair que si l'on nomme h li hauteur dont 
le corpusculet m est descendu pendant le temps ^ 

/\ 
«n aura ds cos. as g = dh, Ddnc la formulé 

âeviendra 

gSfmdh — ^SmW-^ C = o, 
: vag^mh — jaBiV' + C=o. 

C on9 LLA I RE r I. 
ao8. Mais si l'on nomme M la masse totale 
du'systême , et H la hauteur dont est descendit 
le centre de gravité, on aura (ii4)SmA=MH. 
Ponc la formule devient 
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C représentant la moitié de la force vive initiale. 
Supposant donc que la vitesse initiale de /nsoitK| 
on aura € = 78 mK', et l'équation sera 

^MH — ^SOTV*+TSmK'=o, 
ou en multipliant par 9 et transposant , 

C'est-à-dire, que dans un système quelconque 
de corps pesans , agissant les uns sur les autres 
immédiatement , mais changeant de mouvemens 
par degrés insensibles , la somme des forces vives 
BU bout d'un temps quelconque est égale à la 
somme des forces vives initiales , plus au double 
du poids (.^M ) du système total , multiplié par 
la hauteur dont le centre de gravité est descendu 
pendant ce tempe. 

c O ROLL AI RE m. 

aog. Soit Via vitesse qu'acqoerroit un corps 
qui tomberoit librement de lahauteurH, etqu'on 
nomme vitesse due a la hauteur H ; on auxa donc 

ou en intégrant et supposant que la vitesse ini- 
tiale soit o, on aura 7 V" = ^H, on multipliant 
par sM, 2g-MH = V'*. 

Substituant cette valeur de agtISH. dan^ l'équa- 
tion du corollaire précédent, on ïtnra 
SinV'= SroK' + MV". 
C'est-à-dire, que dans toute machine k poids dont 
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le mouvement change par degrés inaensibles^ la 
somme des forces vives au boQt d'un temps donné 
quelconque, est égale à la somme des forces vives 
initiales , plus la force vive qui auroitlieu, si la 
masse totale du système réunie au centre de gra- 
vité étoit tombée librement de la hauteur qu'a en 
effet parcourue de haut en bas ce centre degravité. 

COROLLAIRE r 1 I 1. 

210. Si le centre de gravité est fixé, de ma- 
nière qu'il ne puisse ni monter ni descendre , la . 
hauteur H sera o. Donc on aura Sm.V*=: SmK*. 
Ainsi la somme des forces vives sera constante , 
comme si les corps du système étoient tous sans 
pesanteur. 

COROLLAIRE IX, 

ail. Si l'on est assuré que le centre de gra* 
Tité nesauroit descendre , et qu'eu outre la vitesse 
initiale de chaque corps soit o ^ on aura K = o ; 
donc Smy*= o. Or V étant nécessairement 
toujours positive , soit que V soit elle-même po- 
utive ou négative j l'équation précédente ne peut 
avoir lieu'^ans qu'on n'ait V = 03 c'est-à-dire, 
sans qu'il y ait équilibre. Donc , en général , pour 
démontrer qu'une machine à poids abandonné^ 
'à elle-même , à laquelle on n'a imprimé aucun 
mouvement, doit rester en équilibre, il suffit de 
prouver que le centre de gravité ne descendra 
pas. " , . . , 
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COROLZA X RB X. 

312. Donc Ni le centre de gravité est au point 
le plus bas possible , il y aura équilibre ; car on 
vient de voir qu'il sufRt pour cela de prouver que 
le centre de gravité du système ne descendra pas. 
Or comment descendroit-il, puisque par hypo- 
thèse, il est au point le plus bas possible? 

COROLLAIRE XI. 

31 3. S'il n'y avoitque deux poids dans le sys- 
tème , et que la machine ne pût se mouvoir sans 
que l'un des corps montât pendant que l'autre 
descendroit, et que de plus, leurs vitesses fussent 
alors en raison inverse de ces poids , il y auroit 
nécessairement équilibre, quelle que fût l'espèce 
delà machine. Car dans cette hypothèse, il est 
clair que la vitesse verticftle du centre de gravité 
■eroit o au prnnia: instant. Donc par le corol- 
laire VIII , il y auroit équilibra 

THÉORÈME XXII î. 

2i4. Si un ^stéme de corps changg de moiP- 
vement par degrés irisensibles ^ et ^uil passe 
par une position où les forces motrices seule» 
se feraient mutuellement équilibre ; la sçmn^ 
des forces vives à cette époque sera un mini- 
mum ou un maximum. 

Car l'équation (M) (199) doime 

SmVPiif cos.V^P= SmVcïV. 
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Mais V est une vitesse géoinétrique(i53). Donc 
Je premier ternie (aoo) de cette équation est o 
lorsqu'il y a équilibre. Donc dans le cas d^équi- 
libre, on a 

SmVrfV = O, ou dSm/y* = o. 
Donc S m/V est un minimum ou un maximum. 
C'est en cela que consiste le principe d'équilibre 
proposé fiar Courtivron. 

THÉORÈME S3C IV. , ■ 



2l5. Lorsque plusieurs corps animés de di~ 
verses forces motrices sejortt.mutellementéquy 
libre, si l'on pient à imprimer au système un 
mouvement quelconque géométrique , la somme 
desproduits de chacune de ces forces motrices, 
par sa vitesse géométrique estimée dans le sens 
de cette force, est égale à zérOi 

Cela résplte évidemment de la formule (N) 
trouvée (199) ; car alor^. on' a par hypothèsp 
V = o ; donc le premier terme de cette formula 
se réduit à sérô ; donc en lârrisanf par dt, elle se 

réduit à'SmP.nctts.u P^c^iqûi est précisé- 
ment la traduction àlgé4)fique^- àê. tbéoréfii^ 
énoncé. "C» qu'a faJloit-proàifer^- ' - ■ '■'--' 

' db ko llUi se' ppssr. I ES. 

■ai6. Toute -ibrco.queldotique dé pression, 
. telle qu« celles qu'exeroeDtlcehommesjles^ani" 
i5 
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maux f les ressorts , peat être éraluée par une 
force motrice comme un poids. De plus, nous 
aTons TU (i6i) que toute TÎtessBvirtuelle appar- 
tient à un mouvement géométrique. Donc dn 
théorème précédent suit cette proposition , qui 
est le fameux principe des vitesses virtuelles. 

Si plusieurs forces appliquées à un système 
ou une machine quelconque se font mutuelle- 
ment équilibre , et si cet équilibre vient à être 
dérangé par l'action d'une nouvelle puissance 
infiniment petite j la somme des produits de cha- 
cune de ces forces ^ par sa vitesse virtuelle esti- 
mée dans le sens de cette force , c'est'à-dire 

■par la vitesse infiniment petite dupoint où elle 
est appliquée f estimée dans le sens de cette 

force , sera égale à zéro. 

S'il n'y a que deux forces dans le système , et 
qu'il y ait équilibre; ces deux forcM seront donc, 
en raison réciproque de leurs vtlesses virtuelles , 
estimées dans le sens de ces forces. 

,COR0 X.\f. jt X RB 7 J. ;. 

317. DoilC|SÎ.mi fluide incompressible sanf 
-pesanteur ni forcéa daotrioes quelconques , eit 
enfermé de tous «ôtés.dans an vase , et <qa'ayaDt 
fait aux parois de ce vase deux ouvertures infini- 
ment petites inégales, on y applique perpendi- 
Plilâirement des piatiJns poussas 'par des forces 
^ui M fassent mâtutUecROQiéquilibte; ces deux 
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forces seront entre elles comme les ûres des ou-' 
Tertures infiniment petites faites aux parois ; car 
il est évident que cette condition est nécessaire 
pour que ces forces soient en raison réciproque 
des vitesses virtuelles , qui auroient libu sî l'équi- 
libre venùt i être infiniment pen dérioigé. 

OOROLLjtIRB JiX. ., 

ai8. Puisque par le théoràme précédent nmu 
ftvons pour le cas d^éqnilibre, ' . ' ' 

•^ ■ ,■ ■■: Jt 

SmuP COS.», P ^ Q. 

En multipliant tout par dt , et observant que 

udt est l'espace infiniment petit décrit par m et . 

u dt C09. u P ce même espace «^timé dans- \s ien* 
de la force P ; il suit que si P eet une force d'at- 
traction entre les corps ou vers des point? fixes,' 
et que l'on nomme p 1^ jlistitniçe 4e m a» ^point 
dont ilestatUré, on aurt^ udf &iH.tt p = — dp, 
et que par conséquent féquation 

SmwPcos.u P = o, ' ■'•■' 
seréduiraàSmPtf/) i=0'.''' ' • "^ ' ' 

Supposant donc que' 'Patlractîon s'exerce en 
raison d'une 'fonction des distafncès^ S/^Pt/p 
sera susceptible ^d'ùne ifit^|i'âle exacte fonction 
dep , et si Poitîsupp'ose'que li'sqît cette înt'égf£^le . 
exacte, c'èat-à-dire , qn'diï'ûit rt =fS m P dp; 
on aura J^tl' s^ q • donc n*Wa un mini' 
mum on un maximuiit î c'est-à-dire' que lors-' 
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que plusieurs corps animés de forces attrac^ 
tjves. irécipcoqaes , ou dirigées .vers des points 
fixes donnés , et fonctions des distances sont ap- 
pliqués à une inach^ae j la position de l'équilibre 
est ce^ç où |U sQiçnie des produits des forces 
motrices par les. distances des corps qui en sont 
aniœés'aux points vers lesquels ils sont attirés, 
est un maximum ou tin minimum. ' 

. La in.êmechoae:B:qi:oit Ijeuégaloinent, si l'at- 
traction s'exerçoit entïe les- corps même du sys- 
tème, quoique mobiles , en supposant qu'alorsp 
désigne les distances des uns au^ autres , parce 
que l'action et la réaction éUnttoujoi;rs égales et 
contraires entre eux deux à deux, la quantité 
SntPdp seroit évidemment toujours o comme 
ci-dessus. C'est cô principe qui a été donné pat , 
lyiauperhiis sous le'nàni de /o* du repos. Nous 
y reTÏebdrons à"!â''fin^e'i;etouTrage. 

* ' b k'6t~L"J\n R È ' ïr. 

919. Le théorém^ ênonc^^-de!{3[U8 peut s'ap- 
pliquer au cas du mouvçtafntj car alors le mou- 
vement avec lequel absqu,ç, point tend à se, mou- 
voir, se -décompos^ en devix ,, dofjt l'uo reste et 
opère le mouvement, ç»bséai;(Ç^tj,.^t]dont, l'autre 
est âéti;uit, pr ^j^ï^p^y^^i^^^t d^çHf* est assu- 
jéti .(i6g. igpXîîa foi énoncée ^paç. le„tîiéorême 
ci-dessus; cest-à-dire, que quel gue soit l'état 
^ repos ou de moi^yfimçntoi^se.^vçifue unsya.- 
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téme quelconque de forces appliquées à une 
machine , si on lui fait prendre tout'â-coup un 
mouvement quelconque géométrique , sans rien 
changer à ces forces f la somme des produits de 
chacune d'elles par la vitesse qu'aura dans le 
premier instant le point où elle est appliquée^ 
estimée dans le sens dé cette force , sera égale 
à zéro. 

II ne sera peut-être pas inutile de prévenir 
nne objection qui pourroit se présenter à l'esprit 
fie ceux qui n'auroient pas fait attention au véri- 
table sens du ixioX force. Imaginons, par exemple, 
dira-t-on , un treuil à là roue et au cylindre 
duquel soient suspendus des poids, par des cor- 
dons verticaux : s'il j a équilibré , ou que le 
mouvement soit uniforme , le poids attaché à la 
j-oue sera à celui du cylindre , comme le rayon 
du cylindre est au rayon de la roue. Mais il n'en . 
est pas de même, lorsque la macbine prend un 
mouvement accéléré ou retardé : iï paroît donc 
qu'alors les forces ne sont pas eu raisoii r'écipro< 
que de leurs vitesses estimées dans le sens de ces 
forces; comme il devroif suivre dé la proposition. 
La réponse à cela est que ddhi le cas ou te mou- 
vement n'est pas uniforme , les poids en question 
ne sont pas les seules forces exercée* dans le sys- 
tème } car le mouvement de chaque coi^s chan- 
geant continuéUemÉnt , il oppoâé Ecùsa ' k cha- 
que instant pai? son inertie une résistance à c6 
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changement d'état : il faut donc tenÏF compte' 
de cette résistance. Ainsi les forces exercées par 
les corps ne sont pa3 leurs poids seuls , mais les 
quantités de mouTement perdues par ces corps-, 
lesquelles daivent s'estimer par les tensions des 
cordons auxquels ils sont suspendus. Or que la 
machine soit en repos ou en mouvement , que ce 
mouTement soit uniforme ou non , la tension du 
cordon attaché à la roae est à celle da cordon atta- 
ché au cylindre , comme le rayon du cylindre e&t 
au rayon de la roue ; c'est-à-dire, que ces tensions 
qui sont les vraies forces exercées par les corps , 
les Traies quantités de mouvement qui se détrui- 
sent l'une l'autre , aont toujours en raison des 
TÎtesses de ces corps : ce qui est conforme à la 
proposition. 

COROLLAIRE r, 

3SO. Lorsque les forces en équilibre aatour 
d'une machine se réduisent à deux , quel que 
puisse être le mouvement géométrique imprimé 
au système, il est clair par le théorème , que l'une 
des forces sera sollicitante , et l'antre résistante ; 
c'est-à-dire , que l'une des deux fera un angle 
aigu arec la direction de sa vitesse , et l'autre un 
angle obtus avec la sienne } car le produit d'une 
force par sa vitesse estimée dans le sens de cette 
force , est le produit de cette même force par 
le cosinus de l'angle qu'elle forme avec sa vi- 
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tesse (sB). Donc la somme de ces deux produits 
ne peut ee réduire à zéro , sans que l'un des cosi- 
nna soit négatif} c'est-à-dire sans que l'un des 
angles soit obtus tandis que l'autre est aigu. 

COItOLI.A X Si X r X. 

sai. Oïncevons un système quelconque de 
corps animés de forces motrices quelconques , 
appliqués à uqe machine : nommons m chacune 
des masses du système , u sa vitesse yk\ti vitesse 
initiale, p la force accélératrice de m lorsqu'elts 
est sollicitante, p' lorsqu'elle est résistante, et dt 
l'élément du temps. Nous aurons donc au bout 
d'un temps donné , 

A A 

JdtSmpucos.p u — fdtSmpu cos.p' u 

mais le premier terme de cette équation est (63) 
le moment d'activité consommé par toutes forces 
sollicitantes ; et le second , est le moment d'acti- 
vité absorbé par les forces résistantes. Supposons 
donc que ces momens soient M , M', l'équation 
deviendra , 

M — M' = TSma' — iSm-fc*. 
Et comme u* étant un carré , est toujours posi- 
tive , Smu* ne pourra jamais devenir négative. 
Donc si l'on suppose Jh^o on aura nécessaire- 
ment M > M' ; donc nous pouvons établir ea 
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principe , que çuelles que soient lea fomes 
appliquées à un système quelconque dé corps 
en repos au premier instant du mouvement y 
le moment d'activité consommé au bout d'un 
temps donné quelconque , par les forces /no- 
trices sollicitantes, est toujours plus grand que 
le moment d'activité absorbé en même temps 
par len forces motrices résistantes. 

D'où il suit, parexemple,quede quelque ma- 
nière qu^on applique dea poids à une machine en 
repos au premier instant, il est impossible que le 
centre de gravité du système monte , lorsqu'on 
abandonnera ce système à lui-même. 

COROLLAIRE Vit. 

322. Puisqu'en supposant qu'il naisse un 
mouvement quelconque , la quantité M est néces- 
sairement plus grande que M', il suit que si l'on 
peut s'assurer que M ne peut être plus grand que 
M', il y aura nécessairement équilibre. Donc nous 
pouvons établir ce nouveau principe d'équilibre 
qui n'est qu'une généralisation de celui que nous 
avons donné pour les machines à poids (an). 

Pour s'assurer que plusieurs forces motrice» 
appliquées à une machirie en repos au premier 
inslant doivent demeurer en équilibre fil suffit de 
prouver que si cela n'étoitpas , le moment d'acti- 
vité consommé au premier instant du mouve- 
■ mentjpar toutes les forces motrices sollicitantes , 
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serait moindre ou du moins ne serait pas plus 
grand, que le moment d'activité absorbé eii 
même temps par les forces motrices résistantes. 

Ce principe est vrai sans exception, et s'ap- 
plique même aux cas qui échappent à celui des 
TÎtesses Tirtuelles. Car soit, par exemple, (fîg. 
34) un poids A placé entre deux plans inclinés 
RP , HQ; on ne peut appliquer à ce cas le prin- 
cipe des vitesses virtuelles , parce qu'on ne peut 
déranger l'équilibre qu'au moyen d'une force 
finie , au lieu que le principe qu'on vient d'énon- 
cer renferme visiblement ce cas et tous ceux du 
même genre. 

La proposition précédente peut encore s'énon- 
ce^ comme il suit. 

Une machine quelconque ne peut se mettre 
en mouvement sans que la somme des produits 
de chacune des forces qui lui sont appliquées , 
par sa vitesse estimée dans le sens de cette 
force, Tie soit positive et plus grande queo, au 
bout du premier instant. 

THBORÊnE XXV. 

aa3. Si plusieurs forces motrice» sont appB- 
quées,auxdiv€rsespartiesd'un3ystémequeleon' 
que de corps parfaitement libre, le centre de gra- 
vité se meut de la même manière, que si lamasse 
totale du système était réunie en ce seul point. 
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et que toutes les farces lui fussent immédiate- 
ment imprimées. 

Car le système n'étant , par hypothèse , gêné 
par aucun obstacle, il recevra dans chaque sens 
la somme totale des forces imprimées dans ce 
même sens. Mais (ii5) le centre de gravité se 
meut toujours dans quelque sens que ce soit , 
avec une vîtesse qui , multipliée par la masse 
totale du système , égale la quantité totale du 
mouvement dans le même sens. Donc le mouve- 
ment du centre de gravité est toujours le même , 
quelle que soit la figure du système, dès que ce 
système n*œt gêné par aucun obstacle. Donc il 
est le même que si toute la masse du système lui 
étoît réunie. 

THÉORÈME XXTI. 

aa4. Dans tout système de forces considérées 
comme immatérielles , (ou ahstractionfaite de la 
force d'inertie) dont le mouvement change par 
degrés insensibles , le moment d'activité con- 
sommé dan^ un temps donné par toiles les for- 
ces sollicitantes , est constamment égal au mo- 
ment d'activité absorbé dans le même tempspar 
toutes les forces résistantes. 

Car si l'on nomme F chacune des forces solli- 
citantes , V la vitesse du point où elle est appli- 
quée, /chacune des forces résistamtes , v la v>- 
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tesse da point où' elle est appliquée ^tXdt l'été- 
ment du temps , on aars (soo) 

SF V co8.F^V — S/f COB./V = o. 
Multipliant par dt et intégrant pour sToir l'état 
du système au bout d'un temps quelconque, on 
aura 

S/FydtcQe.F\—S/fpdtco8./^V'=o. 

Mais le premier terme de cette formule , est (63) 
le moment d'activité consommé par le* force» 
sollicitantes F, pendant la durée du mouve- 
ment : et le second terme , est le moment d'acti- 
TÏté absorbé par les forces résistantes dans le 
même temps. Donc le moment d'activité con- 
sommé par les forces F, est égal au moment 
d'activitéabsorbé par les forces y^ Ce qu'il falloit 
prouver. 

TBl^ORÊMB XXTIT. 

aa5. S'ily a équilibre entre plusieurs force» 
appliquées simultanément à une machine , et 
que l'on considère tant ces forces actives appli- 
quées à la machine, que celles qui sont exercées 
par les obstacles même ou points fixes qui en 
Jbntpartie; 

i". La somme de toutes ces forces estimée* ^ 
dans un sens quelconque sera égale à zéro. 
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a". La somme des momens de ces mêmes for- 
ces ^ tendant à faire tourner dans un même sens , 
autour d^un axe quelconque pris à volonté dans 
l espace , est aussi égale à zéro. 

Car en substituant aux forces passives exer- 
cées par les obstacles , des forces actives comme 
celles qui sont appliquées à la machine, le sys- 
tème deviendra parfaitement libre ; et l'on pourra 
lui appliquer les mêmes raisoonemens qui ont 
été faits ( igi et igS). Ce qu'il falloit démontrer. 

226. S'il n'y avoit dans le système qu'un axe 
£xej toutes les forces passives exercées par cet axe 
n'auroient aucun moment à l'égard de ce même 
axe. Donc , dans ce cas , la somme des momens 
des seules forces actives , à l'égard de cet axe , et 
tendante» à faire tourner le système dons un sens 
donné , seroit égale à zéro. 

227. Le mode qu'on suit ordinairement pour 
établir les lois générales de l'équilibre et du mou- 
vement , consiste à rapporter , conformément à 
l'usage élégant qu'a introduit Maclaurin, le sys- 
tème à trois axes perpendiculaires entr'eux. Ce- 
pendant j^ai trouvé plus direct pour les premiers 
principes que je viens d'exposer, de suivre une 
marche différente. Mais il est facile maintenant 
d'exprimer les résultats que j'ai obtenus , en les 
rapportant, en effet , à trois axes orthogonaux : 
ieraidéjàfait(i84)pour les changmens brusques;' 
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il me reste à le faire également pour les monve- 
mens qui changent par degrés'insenBibles. C'est 
l'objet des dénomiDations suivantes et des pro- 
positions qui viennent ensuite y et qui ne sont 
que des traiisformatiens des -équations trouvées 
précédemment . . 

aa8. Nous supposerons donc qu'un système 
animé de diverses forces motrices quelconques , 
change de mouvement par degrés insensibles ; et 
qu'ayant imaginé dans l'espace trois axes quel- 
conques perpendiculaires entr'eux pour y rap- 
porter le mouvement , on décompose celui de 
chacun des coï^s du système, en trois autres 
respectivement parallèles à ces axes. Cela posé , 
je désigne : - . ■ 

Chaque molécule du système, par>.>.* m 
ses trois coordonnée,S) par , .. .,.f . -•. ,x ,y ^-Zy 
sa vitesse pour un instant donné quel- 
conque, estimée dans le sens de ces 
trois axes.respecfivement, par.-. . . ,V', V",V"' 
la force motrice au même iosten^,, 
' estimée dans lé 'sens dQ ^es mêmes 

axes respectivement, par ^'>E"» P", 

sa vitesse géométrique ; c'est-à-dire » ,, . 
' la vitesse que prendroit cette moîé- 
- ouïe si l'on, veiloit tout-à-coii^ à ' - 
changer le mouvement actuel ^p. 
Hùautiei&ouvement géométrique j - 
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cetteviteise, dis^, e^iinée deméme 
dan» le Boa des axes respectÎTe- 
meDtfpar u'^i/ju" 

l'etpaceparconrupar m dans an temps 
quelconque, par s 

la durée du mouvement, par t 

sag. Cela posé, on aura pour tout le système, 
à chaque instant , les deux équations suivantes: 

Sm'9'y'dt + SmP" W/ + SmP"V"rf* 
= SmV'dr+SmWV''+SmV"'rfV"..(M') 

SmP'u'dt + SmP'u'dt+ SmP'"w"rf( 
= Smu'dV'+ Smu"dV' + Smu"dy"..(S') 

En effet, ces formules ne sont autre chose que 
les formules (M),(N) trouvées (199), et trans- 
formées convenablement pour qu'on puisse rap- 
porter le mouvement aux trois axes proposés. 
Car d'après ce qui a été dit (118), on a 
VrfV = YdV + V'dV + Y"'dV", et 

p V COS. p*^v :== p' v + p" y + P" V^. 

Substituant donc ces valeurs dans la formule (M), 
on aura la première (M') des deux formules ci- 
dessus. 

Par le même principe , comme u est arbitraire, 
quoique V varie, udÇV cob,u V) est la mém« 
chose que 
d(uVco8.«'^v), ou (i («'¥'+«'¥'+«"'¥"'), 
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Hans laquelle u', u", u'" doivent être traitée» 
comme constantes; donc on a 

ud(V COS. iTv) = u'dT+ u'âVA- u'-'dV", 
et par la même raison , 

Pu COS.P u = PV+ PV+ Vu". 
Substituant donc ces valeurs dant la formule (N) 
(199)1 onaaralB8econde(N'.) des deux formule» 
ci-desaus. Ce qu'il foUoit prouver. 

25o. Dans le cas d'équilibre, on a V = o, 
^V=o: ainsi l'équation (M') se réduit à = 0, 
et l'équation (N') se réduit à 
SmPV+ SjwP"«"+ Srn9"u" = o , (N') 
qui est la formule générale de l'équilibre rappor- 
tée à trois axes perpendiculaires. 

aSl. Cette formule générale peut se tirer im- 
médiatement du principe des vitesses virtuelles ; 
car chacune des forces, motrices mP', mP", mP"' 
est ici animée d'une vitesse géométrique u', a", 
ou u°\ dirigée dans le même sens ; de manière 
quel'angle compris entre chaqueforceetsa direc- 
tion étant o, son cosinus est i , ée qUi fait dis- 
. paroître tous ces 'cosinus. 

aSa. De cette même formule générale de l'é- 
«[uilibre, on peut ensuite aisément déduire celles 
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du mouvement (M'), (N') , car la force motrice 
de m dans le sens de x étant mP' la quantité de 
mouvement que m tend à prendre en vertu de 
cette force pendant dt, est mP'dt; mais par 
hypothèse, il prend seulement la quantité de 
mouvement rnàV. Donc il perd par l'action et 
la réaction des corps mP'dt — mdV' dans le sens 
de X. Par la même raison , il perd dans le sens 
dey la quantité de mouvement mP"dt — mdV'y 
et dans le sens de z , la quantité de mouvement 
mV'dt — mdy". Donc ces forces sont celies 
qui sont détruites pendant l'instant dt ,- ou qui 
se feroient mutuellement équilibre si elles étoieot 
seules. Ce sont donc celtes qu'il faiit substituer 
dans la formule générale (N") de l'équilibre 
trouvée ci-dessus, à la place de P', P'', P"' j et alors 
cette formule reprend la forme ( N') , laquelle 
contient comme cas particulier la formule (M'), 
puisque les vitesses V, V", V"' sont des .vitesses 
géométriques, les premières en ordre. 

933. En vertu des vitesses V, V", V', le 
corps m parcourt pendant dt le? espaces dx, 
dy, dz respectivement dans le sens des coor- 
données Xt y , z. Donc dans, les équations pré- 
cédentes, on peut, au lieu de V, V",,V"', subs- 
dx dy dz 
^'^' dt^ di^ 
viendra , en multipliant tout par dt^ 
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'dt(SmP'dx + SmP"dy + SmV'"dz) 

^ Smdxd^ + Smdyd^ + Smdz^, 

on en supposant dt constant, et divisAnt paiî 

cette constante 

S m P'dx + S m P'dy + S m P*'rfi 

/dxd*ic + <i^£/*^+ dz^£>. 
„Sm(^ ._ j^o^ 

Srt(P'd* + P'dy + P"rfa) = ^S,rfrf^. 

a34. SupposoTls de même, qu'en verta de< 
•Vitesses géométriques quelconques &', tf", i^"', 
chaque coqis m parcourût dans un temps quel- 
(:t>nque infiniment court donné qui n'a rien de 
commun avec dt , les espaces respectifs <f* , iy^ 
^z , dans le sens des coordonnées * , j' , * / nous 
pdtiiTOtis substituer ces quantités à la place ds 
a', w", «", dans la formule ( N' ) , et alors non» 
aurons, en multipliant par di^ 

dt{SmT?'i'x + SraP^Jy + Smt'"J*z) 

t!x SmS'xd^ + ^m^yd^- + Smt'zd^i 

OA en supposant <2/ constant, et dirisant pft< 
cette constante , 

l4 
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S m ( P'fi + P"J> +P"fz) 

On peut encore arrirer aux mêmes résultats , 
en envisageant la chose un peu difiëremmrat , 
comme il suit 

Les forces exercées par chacun des corps d'un 
système , sont en général de deux sortes , sRToir 
la force motrice et la force d'inertie. Si l'on dé- 
compose chacune des premières mP en trois 
autres mP\ mP"y mP" parallèles à trois axes 

rfV 
dt 

dV d\" dY" 

en trois autres —m — ; — , 7— , — - ;,- î 

at dt at 

respectivement parallèles aux mêmes axes, on 
pourra appliquer à ce système général de forces le 
principe des vitesses virtuelles ^ en prenant sur la 
direction de chacun d'elles un pointfixe; et éga- 
lant ensuite à o la somme des produits de cha- 
cune d'elles par la variation de cette distance. 

De plus , comme ces points fixes sont abitraî- 
res, nous pouvons les prendre tous dans les trois 
plans fixes même qui contiennent les axes aux- 
quels on rapporte ce mouvement Ainsi cha- 
cune de celles de ces forces qui sont dirigées 
dans le sens des Xj sera censée appliquée au point 
où sa direction traverse le plan .fixa des j^ et z { 
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ainsi des autres. Donc par le principe des vitesse» 
virtuelles, nous aurons 

Sm(P'Jx + PVj- + P"S'z) 

Ce qui revient au même que ci-dessus. 

Dans le cas d'équilibre , cette équation se ré- 
duit évidemment à ' ' 

Sm(P'J-x + P";y + P^J'z) = o. 

335. J'appellerai pofi/ion^^cficf du point m, 
celle où il se trouverait , si au lieu de' parcourir 
dx , dy, dt respectivement dans le sens de ar , 
y, X, ilparcouroit J**, S'y, ^z,et je nommerai 
la distance de sa position réelle à sa position fic- 
tive, la variante de ce même point. Cette variante 
sera par conséquent V'J~ar'+ Jy + ^-s', tandis 
que rélément de la courbe réellement décrite, 
est V dx^-'c dy^-^-dz*: 

a56. Cela posé, concevons que le système 
parte d'une position donnée que je désignepar(A) 
pour arriver à une autre position donnée dési* 
gnéepar (B). Sopposons maintenant qu'il vienne 
à dévier infiniment peu de cette route , et qu'il 
passe dans sa route nouvelle par la position que 
j'ai appelée ci-dessus sa position fictive. Les ix, 
fy, Sz, qui répondront à cette position , seront 
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«lors ce que dans le calcul des Tariations on 
nomme les variations de jc , y > z. Quant à la va- 
riation ^s de la courbe , il fant bien la distin- 
guer de ce que nous avons nommé ci-dessus la 
variante j cette variante étant Vït-x*+S'y-i-iii\ 



tandis que la variation ^smt if\/ dx* -H dy* -(- dz\ 
ce qui est fort diffél%nt. Et si l'on nomme cette 
Pariante J^'i , il est clair (i i8) qu'on aura 

ds^s COS. ds J*'* =: dx^x + â(yiy + d&^& , ou 

VJ*'* cos.V^/'« == w» + v'jy + ¥"/>«> 
et pareillement , 

PJ^'s COS. P l'a = Vlx + P V^ + P"/z. 

aS^* Si l'on 8nppose>:^uej^ soit la distance du 
corps /n à un point fixe quelconque pris sut la 
' direction delà force F j de sorte qu'il puisse être 
regardé comme tirant ce point fixe. Que dp soit 
par conséquent la quantité dont il s'éloigne de co . 
point fixe, et ip celle dont il s'enéloigneroit^ 
si m, parcouroit <^JC , S'y, t'S dans le sens des x, 
y, z , au lieu de parcourir dx , dy, dz } il est 
évident (i i ) qu'on aura 

P'dx + P'dy 4- V"dz = — Vdp 

P'Jar + P"jy + V"'lz = — VSp 

Donc les formules précédentes (z33) peuvent 
prendre les formes qui suivent, 
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aSmPdp + Smrf.V = a. 

208. Dans ces équations, onregardeP comme 
une force unique agissant sur /n , ou comme la 
résultante de toutes celles qui lui sont appli- 
quées; et comme P dp , Pfp sont les momen» 
d'activité consommés par la force motrice P , et ^ 
que le moment d'activité consommé par la résul- 
tante de plusieurs autres est égal à la somme des 
momens d'activité consommés par toutes ces for- 
ces (37, 63) , il suit que -si au lieu d'une seule 
force mP, on en suppose plusieurs mP , mQ, 
»ïR , &c, sur les directions desquelles soient 
pris des points fixes éloignés de m des quantité» 
p, q, r, &c. on aura ces deux éqffatioos , 

sSm(Pdp+Qdg+Rdr+&.c.) + Smd.V' = Q. 
Sm (PJ/ï + Q^y + RJ'r+ &c.) 

aSg. Le dernier membre des formules (N"), 
(N") trouvées (a54 et a38) , est . susceptible 
d'une transformation remarquable j car si l'on 
différencie la quantité dxS^x + dyfy + dx^Zt on 
aura 
^d^S'x-{-dyJ'^ + dzi-z)^(.<^'çJ'x+(îyS-jf + d^zJ-i) 
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OU eo transposant et divifiant par dt*j 



d^ dV^ 

%dt* '"^ ^ 

ou à cause de dx* + dy* + dz* ^ £?«% 

^d{dxi^x-\-dyi'y + rfz/z) "fd"*' 
" di* arf*'' 



Substituant donccettevaleor de-r—'* + "j^ '0' 
CK dtr 

• (i*2 
4- -7T ^^ dans le dernier membre des formules 

dt 

{N"), (N"), elles deviendront 

Sm(P'/« + PV^ + P"V«) 

ISmds* , ,,. 

-^ -^Â^-t"' 

^ , Sm(P>p + Q/y 4- Rrfr+ &c.) 

II faut se rappeler (a58) que dans la première 
de ces deux formules , la force motrice m P est 
supposée la résultante de toutes les forces motri- 
ces q^ui agissent sur m^ an lieu que dans la se- 
conde , ces forcés motrices partielles sont expri- 
mées parmP, mQ, mR, &c. 
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b4o. .Multiplions par <if l'équation (n"'), et 
intégrons par rapport à d, pour avoir l'état de 
mouvement du systêïne au bout d'un temps quel- 
conque , nous aurons 

' fdtS m (P'/« + Vly + V'^z > 

dt ■ 3de ^ 

Si nous supposons que la position du système 
au premier instant soit donnée , on aura pour ce 
premier instant , /a; =; o , , Jy = o , J'z^^Ok 
Donc la constante sera o. 

Si nous supposons de plus que la position du. 
système au dernier instant soit aussi donnée , on 
aura dé même pour ce dernier instant S'x = o, 
jy = o, ^« = o ; ce qui réduira le premier terme 
du second membre à zéro. 

34 1 . Donc si l'on suppose que la position du 
système soit donnée au premier instant et au der- 
nier, la formule se réduira^ en multipliant par 
di,k 

de/diSmlV'tx + P"Jy +P"'J'z)+ J-ySmds*= o (n% 
ou dtfdlS7n(P'^x-^P'S^+V"J-z)+fSmdsdi^s:^Oi 

ou en divisant par dt supposé constant , et obser? 
vantquedfj = Y dt, on aura 
/diSm(P'Jx+PV^+P"'<fs)+/SmVrf<C« = o. 
. Cette dernière formule revient à celle que pro- 
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pose Condorcet ( Problème des trois corps ) 
comme principe fondamental ; il est exact y 
comme I'od voit; mais il sappose, conformément 
à ce qui rient d'être dit , que les points extrêmes 
de la courbe décrite soient donnés , c'est-à-dire , 
^u'on ait au premier instant et au dernier , 
/^i: = o, J*^ = o, (r^ = o. 

342. Mettons dans la formule («0 que nous 
Tenons de trouver à la place de ds*, sa valeur. 
dx' + dy*-\-ds*f et exécutons l'opération indi-r 
quée dfins le dernier, membre de cette équation 
par le signe J* ; la formule deviendra 

dtfdtSm{?'i'x + pVj' + P^J'*) 
.'^.J&r^{d^xdi'3Ç +:d^d^y + dsdH) = o; 

dx 
ou en divisfintpar^, etob^ervaut^ue -r-^ V» 

4f ' dt * ' 

fdtSm(yii! + f!y + V"iz) 
+ /Sm,(VVJ'ft + \'i>y + W'iif) = oj 

ce qui suppose toujours que les points extrêmes 

de la courbe décrite par chacun des Qiqibilea 

soient donnés. 

pans la même hypothèse , la formule (n*) peut 

»u83i s'expriiQef; simplement (a^36^ çomn^ç U 
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'dtfdtSmPS''s cos.P^ys + S-^fSmds*^o, ovk 
/dtSmPJ''scoB.'P^rs+/3mVd^s = o. 

a43. Les formules (N'") , (N") , troavées 
(534, 538) s'appliquent visiblement d'une ma- 
nière spéciale au cas où les points fixes pris sur 
les directions des forces seroient des points atti- 
rans en raison d'une fonction quelconque des dis- 
tances. Dans cette hypothèse, s'il y a équilibre, 
ces équations se rédaisent à 

Sm(P^p + Q^g + Rdr + &c.) = o. 
Cette deinière formule relative à l'équilibre , 
Buroit également lieu , si non-seulement les corps 
étoient attirés vers des points fixes, mais qu'ils 
,B*attirasseut eux-mêmes les unsles autres en dési- 
gnant alors par j3, q , r, &c. les distances res- 
pectives de ces corps soit entre eux , soit aux 
points fixes , puisqu'alors en considérant ces 
corps deux à deux , ils devront s'éloigna l'un 
de l'autre, des quantités J^/?, ^ç ^ S'r, &c. En 
concevant donc un point fixe pris à volonté 
sur la direction de leur attraction mutuelle , et 
lupposant qne ces forces d'attraction qui entre ces 
deux corps doivent être égales, à cause de l'éga- 
lité qui a toujours lieu entre Taclion et la réac- 
tion , soient exprimées par t ,• que la distance 
~- ^e Pan des mobiles au point fixe soitp', et celle 
' <â9 l'outre p'f on aitra pour la somme des mo- 



„ C.O D'île 



218 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 
mens d'activité qu'ils consomment en s'éloignant 
de la quantité J'p , X:(S'p'+ Ip") ou &S-p. Mais la 
somme des quantités ^(J'p'+'^p") est zéro; donc 
la somme des quantités k Ip sera aussi zéro. ' 

Puisque les forces motrices sont , par hypo- 
thèse , des forces d'attraction assujéties à des lois 
régulières ; en raison des fonctions des distances, 
il suit que Sm{Vdp + Qffy + Rrfr + &c.) est 
susceptible d'une intégrale exacte. Soit n cette 
Intégrale ; nous aurons donc 

STO(PJ> + Q/y + R.fr+ &cO = J~n; 
donc puisque le premier membre de cette équa- 
tion Tient d'être troUTé égal à zéro; le second 
l'est aussi. Donc on a /"n = o ; c'est-à-dire , que 
n est toujours un minimum ou un maximum 
dans le cas d'équilibre. C'est ce principe qu'on 
a nommé loi du repos (218), et qui n'est, à 
proprement parler , comme on le Toit, que le 
jiVincipe des vitesses virtuelles. 

344. Dans la même hypothèse , que les for- 
ces motri cessent toutes des forces d'attraction ou 
de T^nlaion propartiomielles à. des fonctions 
qudconques des distances , on trouve aussi pour 
le cas du mouvement une formule remarquable y 
en ce qu'elle est indépendante des forces mo- 
trices; 

En eÛet , nous avons Tu (sd5) qu'alors le mo- 
ment d'activité consommé par les forces jnotri- 



„ Coo;; le 



ET DU MOUVEMENT. aig 

tes pour faire passer le système d'une position 
donnée à une autre position donnée, est toujours 
la même , quelle qae soit la route tenue par cha- 
cun des corps. Donc le-moment d'activité con- 
sommé par le système pour passer de la position 
donnée (A) (236) à sa position actuelle , diffère 
de celle qu'il faudroit consommer pour le faire 
arriver à sa position fictive, d'unequantité égale 
à celui qu'il faudroit consommer pour le faire 
passer directement de sa position actuelle à sa 
position fictive. C'est-à-dire, 

Sm(PVar + P'J'y -f V"^z). 
D'un autre côté, le moment d'activité consommé 
pour faire passer le système de sa position (A) à 
sa position actuelle est égal à la moitié de l'aug- 
mentation des forces vives de la première posi- 
tion à la seconde , et celui qu'il faudroit consom- 
mer pour le faire passer à sa position fictive est 
pareillement la moitié de l'augmentation des 
forces vives qui auroit lieu si le système s'y ren- 
doit en partant de sa position donnée(A), au lieu 
de se rendre à sa position réelle. Donc la diffé- 
rence de ces deux momens d'activité est égal à la 
variation Sff» V<^V, de la force vi,Ye. Donc on a 

S/nVJ^V = SmCP'/s + P''^y + P"'S'z). 
Cette formule auroit visiblement lieu également , 
quand même le système partiroit d'une autre 
position (A') que celle donnée (A) , pourvu que la- 
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somme des forces vives fût la même dans les denx 
positions (A) , (A'), puisqa'alors le moment d'ac- 
tivité à consommer pour aller de (A) à (A') qui 
est toujours exprimée par la moitié de la difië- 
rence des forces vives dans les deux positions , 
Beroit alors zéro. 

Supposant donc qu'en effet cette somme de 
forces vives aoit donnée au premier instant , et 
mettant pour le second membre de l'équation 
que nous venons de trouver d'après cette hypo- 
thèse , sa valeur tirée de l'équation (n'") trouvée 
ci-dessus (239), nous aurons 

dp 
Multipliant tout par dt, observant que Vdt ^ ds^ 
transposant le dernier terme dans le premier 
membre j et réduisant, on aura 

dt 

Equation absolument indépendante des forces 
motrices. , 

s45. Si l'on intègre cette équation par rap- 
port à df pour avoir l'état de mouvement au 
bout d'un temps quelconque , on aura 
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Si l'on suppose comme ci-dessus (aii) que ïa 
position du système au premier instant est don- 
née , on aura pour ce premier instant , J'x =: o , 
/j' = o , J" « = o î donc la constante sera zéro. 

Si l'on suppose de plus que la dernière posi- 
tion du système soit aussi donnée , on aura dâ 
même pour cette dernière position , iTar = o , 
J'jr = o , /a = o; donc le second membre de 
l'éqnation s'évanouira; donc il restera simple- 
ment J'Sm/Vd* = o...(Q) c'est-à-dire, que la 
quantité SmJ'Vds sera un minimum ou un 
maximum. 

C'est dans cette formule que consiste le fameux 
principe de la moindre action , lorsque le mou- 
Tement change par degrés insensibles. Voici l'é- 
noncé de ce principe tel qu'il est donné par La- 
grange dans sa Mécanique. 

Dans le mouvetnent d'un système quelconque 
de corps animés par des forces mutuelles d'at- 
■ traction, ou tendantes à des centres fixes, et 
proportionnelles à des fonctions Quelconques 
des distances ; les courbes décrites par les dif- 
férens corps et leurs vitesses , sont nécessaire-^ 
ment telles , que la somme des produits de cha- 
que masse par l'intégrale de la vitesse multi- 
pliée par l'élément de la courbe , est un maxi- 
mum ou un minimum , pourvu qu'on regarde 
les premiers et les derniers points de chaque 
courbe comme donnés. 
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La quantité S m/Vc?*, qui est un minimum^ 
est la même chose que S mfV'dt ou fdtSmV'i 
donc cette quantité augmente à chaque instant 
dt, de la quantité dt S mV*, qui n'est autre chose 
que la force vive totale du système multipliée 
par cet instant , c'est-à-dire , que la quantité qui 
se trouve minimum est l'accumulation des pro- 
.duits de la force vive qui a lieu à chaque instant 
par la durée de ce même instant 

Or(30i) SmV = afmVPdt cos. V^'p, et par 
conséquent , dtS mW* = 3 dtfmV P dt co8.V P > 
c'est-à-dire j que cette quantité dtSmY' dont 
l'intégrale est un minimum^ n'est autre chose 
(64) que le double delà quantité d'action dépen- 
sée pendant dt par toutes les forces motrices , 
pour hiettre le système en mouvement. Donc la 
quantité /fftSmV* qui est minimum, est la 

même chose que sfdtSmY P dt cos.P V;cest- 
à-dire, deux fois la quantité d'action dépensée 
par toutes les forces motrices du système, pour 
opérer son passage d'une position donnée & une 
autre position donnée. De-là vient le nom de prin- 
cipe de la moindre action donnée à la formulq 
trouvée ci-dessus. C'est donc cette dépense de 
quantité d'action que semble économiser la na- 
ture dans les changemens qu'elle produit , et 
c'est par cette considération que plusieurs Sa- 
vans ont cru qu'on pouvoit regarder le principe 
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dont il s'agit comme un résultat des causes finales. 
Nous avons tu (soo) que lorsque le système 
passe par la position de l'équilibre , on a à ce mo- 
ment SmVPdtcos.P V=:o, et par consé- 
quent, en multipliant par dt , 

dtSmVPdt C08.P V = o ; 
c'est-à'dire j que la quantité d'action dépensée 
par toutes les forces du système pendant l'ins- 
tant ou le système passe par la position de l'équi- 
libre , est égale à zéro. Ainsi cette même quan- 
tité qui est zéro dans le cas de Péquilîbre , devient 
un moindre dans le cas du mouvement, 

246. On peut tirer de la formule (P) Ca44) 
d'autres conséquences intéressantes ; en efiet, ds* 
étant la même chose que dx* + djr* + ds*, il est 
clair d'abord que cette formule peut s'écrire 
ainsi, 

i-SmiV'dx +V'djy +V"'dz) 
= dSmiy'J'x + V"J> + V'/i). . . (F') , 

formule dans laquelle les caractéristiques del^ 
jouent absolument le même rôle. 

347. Exécutons leà opérations indiquées, nous 
aurons 

8ml_dxtV'+V}dx-k-dyi\"+V"iily+dsiV"-i-V"i-ik)i=i 

^ais comme par les principes du calcul des 
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Tariations on peut intervertir l'ordre des caracte* 
ristiques ff , J* ^ il est clair qoe les 2% 4° et 6* ter- 
mes du premier membre détruisent les a% 4' et 
6* termes du second respectivement. Donc la for- 
mule se réduit à 

Sm ( S-xdV' + Jy rfV + i-KdV') 
= Sm(rf«/V' + dyJV + dzS\")... (P') 
On voit que dans cette formule, les caractéristi- 
ques d. J'y jouent encore le même râle. 

a48. Si à cette formule^ nous ajoutons l'é» 
quation identique 

Sm(*rf<rV'+j'rfJ-V' + xdJ'V") 
= SmlxS^dT +^i'dy'' + xldV"), 

nous aurons 

A^dV' + xdS'T) + {J:ydV' + yJdy")K 

V+ (i-zdV"' + zdS'W") ) 

„ Adxiy + x^dT) + i.dyiy + j'JV/V').. 

JSm(j:rfV' + j'rfV* + adV^) 
= dSm{xlN' +^J>V' + zJ^V"')...(R) 

où les caractéristiques d et i" sont encore em- 
ployées de la même manière. 

249. Si Von intégre cette dernière formule 
par rapport k d f pour avoir l'état du moUTe' 
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ment Jin. bout d'un temps quelconque, noua 
aurons 

S'SmJ'CxdV'A- ydy" +_zdy'") 
' = Sm(xJ'V'+yJ'V"+ zS-X") +.comt. 
Mais si l'on suppose que' les yîtesaes de chaque 
mobile soient données au premier instant, ç'est- 
à dire, qu'oii ait à ce premier instant il^y' ^,0, 
J'V"=:o, <rV"' = o,- la constante sera o. lît si 
l*on suppose pareillement que les vitesses au der- 
nier instant soient aussi données, le second mem- 
bre s'évanouira. Donc l'équation se réduira à 

VSm/(ffrfV'+^rfV'' + «</V"') =o...(S) 
c'est-à-dire, que la .quantité 

Smf{xd\' + ydV- + zdV") 
sera un minimum ou un maximum. 

a5o. En mettant dans cette équation , pour 

dt' dt' 
«lie deviendra , à cause de dt constant ,' 

Intégrant par parties , elle deviendra 

ou 

/'Sn»(4rV'+yV''+- xY""}— S'SmfVdé = o, 
ï5 
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Nommons R le rayon vecteur de m , il est clair 
(918) qoe le premier terme de l'équation précé- 

dente deviendra J'SmRV cos.R Vj donc Vé- 
quatioD deviendra j 

JSm(RVcos.R^V— /Vrf«) = o. 
Ainsi dans le cas où l'on suppose la vitesse de 
chaque mobile donnée au premier instant et au 
dernier , la quantité qui est un maximum on un 
minimum, n'est pas SmfVds , comme lorsqu» 
ce sont les points extrêmes qui sont donnés , mais 

Sm(RV coB. r'V — /Vrf«), 

R exprimant la distance de m à l'origine des coor- 
données. Mais comme on est maître de prendre 
où l'on veut l'origine des coordonnées, la quan- 
tité précédente est un maximum ou un mini- 
mum , à l'égard de tout point quelconque pris à 
volonté dans l'espace. 

a5i. Nous avons trouvé (345) pour le cas où 
I4 somme des forces vives initiales est donnée » 
sans que d'ailleurs la vitesse de chaque mobile en 
particulier ni sa position le soient j la formula 

SSm\ds =: dSm — — - — '■ ; ■-■ . 

at 

= dSm(Y^x + V'Jy + V'J'z). 

"^aÏB (a^6) le dernier membra de cette équation 
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est dSm(yS''s.cos.vi''3). Donc noua avons 
dans cette hypothèse 

J-SmYds = dSm(Vys.cos.'V^S''s). 
Je ne pousserai pas plus loin ces détails , qui 
deviennent étrangers à mon ohjet 

Considérations sur l'application des forces 
mouvantes aux machines. 

aSa. Les machines en général sont les corpi 
qu'on iitterpose entre deux ou plusieurs puis-^ 
sance? , pour transmettre l'action de l'une à l'au- 
tre , suivant telles ou telles conditioDs , d'après 
l'objet qu'on a à remplir. 

Les machines proprement dites sont ceux de 
ces corps intermédiaires que Ton considère 
comme dépouillés de leur masse , soit que cette 
masse soit en effet très-petite à l'égard des forces 
qui lui sont appliquées , soit que Ton considère 
les forces motrices et d'inertie pro^K'es à cette 
masse , comme de nouvelles forces qui lui sont 
extérieurement appliquées , et dont on tient 
compte dans le calcul comme de toutes les autres. 
Cette abstraction a été imaginée pour simpli- 
fier la recherche du rapport particulier qui existe 
entre les forces qui sont en effet extérieurement 
appliquées à la machine dont la figi^e peut être 
plus^oa moins compUquée. 
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Mais quelle que soit cette complication des 
machines , il est aisé de sentir qu'on peut tou- 
jours les considérer comme l'assemblage d'une 
multitude de corpuscules séparés par des fils ou 
des verges au moyen desquels l'action se trans- 
met de proche en proche , d'une puissance à l'au- 
tre : ainsi toute machine peut se ramener à la ma* 
chine funiculaire ou au levier , et même à l'une 
seulement de ces deux machines ; mais on a cou- 
tume d'appeler simples , non seulement ces pre- 
mières, mais encore la poulie , le treuil , le plan 
incliné , la vis et le coin. Mon intention n'est pas 
de rechercher les propriétés particulières a cha- 
cune d'elles , ce qui est comme je l'ai déjà obser- 
vé, l'objet des traités suivis de mécanique ; mais 
d'offrir quelques considérations sur celles de ces 
propriétés qui sont communes à toutes les ma- 
chines. 

Suivant qu'une machine est en équilibre ou en 
mouvement, tes forces qui lui sont appliquées pro- 
duisent deux sortes d'effets de natures fort dif- 
férentes ; parce que dans les machines en mouve- 
ment , il entre une considération de plus à avoir 
quedans les machines en repos; savoir, la vitesse 
du point d'application de chacune de ces forces. 
Dans le cas d'équilibre , on n'a à considérer que 
l'intensité de ces forces ; mais dans celui du mou- 
vement , il faut de plus avoir égard au chemin 
que chacune a à parcourir. Ainsi , par exemple , 
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une force telle que celle d'un homme qui exerce 
son action surun poids par le moyen d'un treuil, 
produit deux effets de natures différentes suivant ■ 
qu'elle a seuletjietit à le soutenir , ou qu'elle a à 
l'élever à telle ou telje hauteur. 

Cependant ces deux effets doivent être çt sont 
réellement liés d'une manière intime , car l'un 
n'est qu'un cas particulier de l'autre ; le cas d'é- 
quilibre n'est autre chose que celui du mouve- 
ment , lorsque la vitesse se rédilit à o , c'est-à-dire , 
qu'il en est proprement la limita. Aussi dans le 
cas de mouvement comme dans celui d'équili- 
bre, les deux forces sont toujours, en raison ré-- 
ciproque de leurs vitesses respectives, estimées 
dans le sens de ces forces (siQ) i mais dans le cas 
de mouvement , c'est des vUesses réelles qu'il 
s'agit , a.u lieu que dans le cas d'équilibre , c'esÇ 
seulement des vitesses virtuelles ^ c'est-à-dire , 
des vitesses infiniment petites que prendroient 
ces puissances si l'une venoit à l'emporter, et 9- 
faire naître ce petit mouvement. 

a53. Cette propriété fondamentale , et ep 
quelque sorte commune aux deux cas, fait en 
même temps connoître ,ce, qi^i cependant les dis- 
tingue et les caractérise. Car il en résulte, qu'une 
force très-petite peut biep soutenir en équilibre 
un poids très-considérftble, mais que s'il s'agit de 
l'élever à une hauteur donnée comme d'un mètre. 



. ■v,Goo^';lc 



s5o PRINCIPES DE L>ÉQniLIBaE 

il faudra que la puissance descende d^un nombre 
de mètres d'autant plus grand , qu'elle sera elle- 
même plus petite par rapport au poids. Si par 
exemple cette puissance on force mouvante n'est 
que la centième partie , du poids, elle pourra 
bien le soutenir au moyen du treuil ci-dessus ; 
mais si elle veut le mouvoir, il faudra qu'elle 
descende de cent mètres pour faire monter le 
poids d'un seul mètre. 

Et comme il est nature M'évaluer l'effet d'une 
puissance appliquée à une machine en repos , par 
le poids qu'elle soutient j et celui d'une puissance 
appliquée à une machine en mouvement , non- 
seulement par ce poids en loi-même , mais en- 
core par la hauteur à laquelle on l'élève, on voit 
qu'il en résulte deux effets de natures très-diffé- 
TentsB. Que dans le cas d'équilibre , la machine 
peut centupler l'effet de la force, tandis que dans 
la machine en mouvement, celui d'une puîs- 
«ance capable d'une certaine intensité donnée et 
d'une vîtesfe aussi donnée , est invariable , c'est- 
à-dire toujours le même quelle que soit la forme 
de la machine , et toujours égal au produit de 
cette force par le chemin qu'elle parcourt , esti- 
mé dans le sens de cette force. 

354. Comme on est maître de ses définitions , 
on peut donner le nom â^ effet d'une puissance à 
autre chose que ce que nous venons de désigner 
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aÎDsi. Mais en se conformaot aatant que possible 
anx acceptions reçues dans la pratique des arts , 
il semble qu'on ne puisse guère entendre par 
Feffet d'une puissance en équilibre autre chose 
que le poids qu'elle soutirait : que pour évaluer 
celui d'une puissance en mouTement, il faut 
au contraire ^ non-seulement aroir égard à la 
nasse élevée , mais encore à la hauteur à laquelle 
on l'élève. Car un cheval ,"par exemple , est censé 
deux fois aussi fort qu'un autre , lorsqu'il élève 
la même quantité d'eau à une hauteur double 
dans le même temps, on une quantité d'eaii dou- 
ble à la même hauteur : c'est-à-dire , que sa force 
est censée en raison composée du poids qu'il érère 
dans un temps donné , et de la hauteur à laquelle 
il l'élève î et c'est ainsi également qu'on évalue 
le travail des ouvriers et qu'on paj-e leurs sa- 
laires.' 

355. De là est né ce grand principe, que c2b/i« 
toute machine en mouvement > onperd tou/ours 
en temps ou ert-vilesee-ce'^u'on gagne en force- 

Pour bien saisir le sens dé'tee principe ■fonda- 
mental , con^^ons un effet qaelconque-à pro- 
duire , par une machine' en ' nMiuvement , par 
exemple, u'n poids donné P-à étcfvar à une hauteur 
donnée H j e09t qui serii par «onSjéquent d'après 
ce qu'on vientde dire, ie^is&oié •pax PH. 

Soit F la fores employée 4 produire cet efiet f 
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V sa vitesse estimée dans le sens de cette force, T 
le temps pendant lequel s'exécute Topération ; 
et supposons, pour plus de simplicité, quelle 
mouvement soit uniforme., Je dis que quelle que 
soit la machine employée pour produire cet 
effet , on aura toujours FVT = PH. 

En effet , nous avons vu (aa4) que dans tout 
système dont ce mouvement change par degrés 
insensibles, le moment d'activité. produit dans 
un temps donné par toutes les forces sollicitantes , 
est.constamment égal au moment .d'activité ab- 
sorbé en même temps par toutes les forces résis' 
tantes. 

Orici quelles s,ont les forces' sollicitantes et 
les forces résistantes ? Il, est clair qu'il n'y en a 
qu'une de chaque espèce ; que F est la iorce sol- 
licitante et P la force, résistante. II y a hiçn, à la 
vérité , une autre force résistante qui est la force- 

dV' 
d'ipertie exprimée par/m— (99),/nfixprimant 

la nifisse de chacQn-.dès cm'poscules àa système 
tant du poids Pet delsforceFqtn est toujours 
résidfl^te dans un corps , que4& Uinathioe elle- 
même., qui est ppsti toujours BniatértelLe ; mais 
nous.&ison^qu9BtÂpsé89at, abrtrortion de cette 
force d'inertie,. .pftrCe que. lé mouvement étant 
supposé uniforme, on a cîV = o. Nous n'avons 
donc, à recherchar que- les momenfi df activité de 
pes deux deralèrea fiprdes F et P» lesquels doivent 
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- être égaux t par la proposition ci^ée. Mais (6 a) le 
moment d'actÏTité d'une force est le produit de 
cette force par le chemin qu'elle décrit , estimé 
■ dans le sens de cett? force : donc puisque le mou- 
Tement est sapposé uniforme , et que V est la 
vitesse de F estimée dans le sens de cette force , 
VT sera le chemin qu'elle décrira dans ce sens , 
et par conséquent , F VT sera le moment d'acti- 
vité produit par cette fbrce pendant le temps T. 
Pareillement il est clair que PH sera le moment 
d'activité absorbé par P ; donc nous avons en 
effet FVT=PHî et celte équation a lieu, 
quelle que puisse être la forme de la machine. 

356> Par la même raison , si en employant 
soit la même machine , soit une autre , on vou- 
loit produire le même effet P H , an moyen d'une 
autre îorcef, mue avec une Vitesse qui estimée 
dans ie sens def, seroït u , pendant un temps t, 
on auroitpareillementy«i = PH. 

Donc pour produire l'effet PH , il faut tou- 
jours que le moment. d'activité de la fbrce em- 
ployée F pvifysatxouvo égal à cet effet, et que 

l'on ait F. y ,.T =/.».«. , 

£^>:d<>'i*=t:P^>^^^pl^) °^ v«u' queyne loit 
. que inoitJB de F ^ o'est-à-dire, «i l'on veut élever 

le.méme poids P a la même hauteur H y en em- 
. ployant une forcespus-double^ il faudra , ou que 

u devienne double de Y , ou que t devienne 
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double de T, ou enfin qu'en général Ut devienns 
double de VT. 

257. On voit par l'équation FVT =:PH, 
trouvée (261) , qu'il est inutile de connoître la 
figure d'une machine , pour savoir quel efièt peut 
produire une puissance qui lui est appliquée , 
lorsqu'on connoit celui qu'elle pourroit produire 
'sans machine. Supposons , par exemple , qu'un 
homme aoit capable d'exercer an effort continuel 
de 13 kilogrammes en se mouvant continuelle- 
ment lui-ménie avec une vitesse d'un mètre par 
seconde. Cela posé , lorsqu'on l'appliquera à une 
machine, le moment d'activité F VT que con- 
sommera cet homme pendant le tem]^>5 T, sera 
1 a^'- , i"*'- T ; c'est-à-dire , qu'on aura 

FVT= ia*^'i i»*'-Ti 
donc à cause de F VT = PH , on aura 

PH= i-i"'! i-i'T, 
quelle que puisse être la machine. Donc l'efièt 
PH est absolument indépendant de la figure de 
cette machiné , et ne peut jamais surpasser celui 
.que la puissance est en état de produire naturel- 
lement et sans machine. On ne peut en inventer 
aacune par laquelle il soit possible avec le même 
{travail, c'est-à-dire, la même force et la même 
Vtesse employées pendant le même temps, d'é- 
lever le poids donné P à une plus grande hau- 
teur que H ; DU ua .poids plus grand à la même 
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liantcur , ou enfin le même poids à la même hau- 
teur, dans un temps plus court. 

' 258. L'avantagequeprocurentles machines, 
n'est donc pas de produire de grands effets avec 
âe petits moyens^ mais de donner à choisir entre 
difiërens moyens qu'on peut appeler égaux , celni 
qui convient le mieux à la circonstance présente. 
Pour forcer un poids P à monter â une hauteur 
proposée , un ressort à se fermer d'une quantité 
donnée , un corps à prendre par degrés insensi- 
bles un mouvement donné , ou enân tel autre 
agent que ce soit , à absorber un moment quel- 
conque donné d'activité , il faut que les forces 
motivantes qui y sont destinées, consomment 
elles-mêmes Un moment d'activité égal au pre- 
mier} aucune machine ne peut en dispenser. 
Mais comme ce moment résulte de plusieurs ter- 
mes ou facteurs , eii .peut le» faire varier à vo- 
lonté, en diminuant la force- aux dépens du 
temps , ou la vitesse aux dépens de la force ; ou 
bien , en employant deux ou plusieurs forces au 
lien d'une } ce qui donne une infinité de r^our- 
ces pour produire le momentd'activité nécessaire. 
Mais quoi qu'on fas^e , il faut toujours que ces 
moyens soient égaux, c'est-à-dire que le moment 
d'activité consommé par les forces sollicitantes , 
soit égal â Féfiet bu moment absorbé en mèms 
temps par les forces résistantes. 
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259* Ces réflexîonsparoissentsuffisantes pour 
désabuser ceux qui croient qu'arec des machines 
chargées de leviera arrangés mystérieusement , 
on pourroit mettre un agent , si {oible qu'il fût , 
en état de produire les plus grands effets : l'er- 
reur vient de ce qu'on se persuade qu'il est possi- 
ble d'appliquer aux machines en niourement , ce 
qui n'est vrai que pour le cas d'équilibre ; de ce 
qu'une petite puissance , par exemple , peut tenir 
en équilibre un tréa-grand poids , beaucoup de 
pereonnes croient qu'elle pourroit de même éle- 
ver ce poids aussi vite qu'on voûdroit j or, c'est 
une erreur très-grande , parce que , pour y réus- 
sir y il faadroit que l'agent se procurât à lui-même 
une vitesse au-dessus de ses facultés , ou qui da 
moins lui fearoit perdre une partie d'autant plus 
grande de son effort sur la machine, qu'il seroit 
obligé de se mouvoir plus vite. Voilà pourquoi 
l'effet des machines en mouvement , est toujours 
tellement limité , qu'il ne peut jamais surpasser 
le moment d'activité consommé par l'agent qui le 
produit. 

360. C'est sans doute faute de faire une atten- 
tion suffisante à ces différens effets d'une même 
machine considérée t&nlôt eu repos &C tantôt 
en mouvement , que des personnes auxquelles la 
saine théorie n'est point inconnue , s'abandon- 
nent quelquefois aux idées les plus chimérique&j 
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tandis qu'on Toit de simples ouvriers , faire ya- 
loir, par une espèce d'instinct, les propriété» 
réelles des machines, et jager très-bien de leurs 
effets. j4rchimède ne demandoit qu'un levier et 
un point fixe pour soulever le globe de la terre ; 
comment donc se peut-il faire, dit-on , qu'an 
homme aussi fort t:^ jé rchimède , ne puisse 
pas , quand même il seroit muni de la plus belle 
machine du monde, élever an poids de cent 
livres en une heure de temps , à une hauteur mé- 
diocre donnée? C'est que l'effet d'une machine 
en repos, et celui d'une machine en mouvement, 
tanX deux choses fort différentes , et en quelque 
sorte hétérogènes. Dans le premier cas , il s'agit 
de détruire , d'empêcher le mouvement ; ' dans le 
second , l'objet est dé le faire naître et de l'entre- 
tenir ; or il est clair que ce dernier cas exige une 
considération de plus que le premier ; savoir , la 
TÎtesse réelle de chaque point du système. Mais 
on pourra sentir encore mieux la raison de cette 
différence , par la remarque suivante. 

a6l. Les points fiires et obstacles quelcon- 
ques ,. sont des forces purement passives, qui 
peuvent absorber un mouvement , si grand qu'il 
soit, mais qui ne peuvent jamais en faire naître- 
un, si petit qu'on veuille l'imaginer, dans un 
corps en repos : or , c'est improprement que 
dans le cas d'équilibre, on dit d'une petite puis- 
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sance, qu'elle en détruit une grande : ce n^est pa» 
par la petite puissance que la grande est détruite ; 
c'est par la résistance des points fixes : la petite 
puissance ne détruit réellement qu'une petite 
partie de la grande, et les obstacles font le reste. 
Si ^rchimède aToit eu ce qu'il demaudoit , ce 
n'est pas lui qui auroit soutenu le globe de la 
terre , c'est son point fixe ; tout son art auroît 
consisté , non à redoubler d'efibrt pour lutter 
contre la masse de ce globe, mais à mettre ea 
opposition les deux grandes forces, l'une active ^ 
l'autre passive , qu'il auroit eues à sa disposition : 
si au contraire il eût été question de faire naître 
un mouvement effectif, alors ^rckimède auroit 
été obligé de le tirer tout entier de son propre 
fonds ; aassî n'auroit-il pu être que très-petit , 
même après plusieurs années : n'attribuons donc 
point aux forces actives , ce qui n'est dû qu'à la 
résistance des obstacles , et l'effet ne paroîtra pas 
plus disproportionné à la cause dans les machi- 
nes en repos, que dans les machines en mouve- 
ment. 

26a. Quel est donc enfin le véritable objet 
des machines en mouvement? Nous l'avons déjà 
dit , c'est de procurer la faculté de faire varier à 
volonté les termes de la quantité FVT, oa 
momentum d'activité, qui doit être consommé 
par les forces mouvantes. Si le temps est précieux, 
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que Tefiet doive être produit dans ua temps très- 
court , et qu'on n'ai t cependant qu'une force capa- 
ble de peu de vitesse mais d'un grand effort , on 
pourra trouver une machine pour suppléer la 
vitesse nécessaire par'l'intensité de la force : si au 
contraire on n'a qu'une faible puissance à sa dia- 
position , mais capable d'une grande vitesse , oi| - 
pourra imaginer une machine avec laquelle Va" 
gent sera en état de compenser par sa vitesse la 
force qui lui manque. Enfin si la puissance n'est 
capable ni d'un grand effort ni d'une grande 
TÎtesse i on pourra encore j avec une machine 
convenable, lui faire produire l'effet désiré, mais 
alors on ne pourra se dispenser d'employer beau- 
coup de |temps ; parce qu'enfin on ne peut pas 
sortir de ce cercle , qu'il faut absolument que le 
produit FVT soit toujours égal à l'effet qu'on 
veut produire ; et c'est en cela précisément que 
consiste ce principe si célèbre et si important , 
que dans les machines en mouvement, on perd 
toujours en temps ou en vitesse ce qu'on gagne 
enforce. 

■ s65. An r^te , je n'ai ici considéré que le cas 
le plus simple , celui où il n'y a qu'une force em- 
ployée à produire l'effet proposé. S'il y en avoit 
plusieurs F, F', F", &Cc. dont les vitesses estimées 
dans le sens de ces forces fussent V, V, V", &c. 
et qui fussent en action pendant les durées res- 
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pectives T, ï", T", &c, ce seroit la somme 

FVT + FV'T' + F'VT', &c. 
qui se troureroit égale à l'efiet qu'on doit pro- 
duire. 

a64. Et si , déplus, le mouTementdecliacnne 
des puissances F , F', &c. étoit variable , ce seroit 
la quantité /(FVd« + F'Tdt + &c.), /dési- 
gnant l'intégrale relative à la durée du mbuve- 
ment qui seroit égale à l'effet qu'on doit pro- 
duire. 

365. Enfin il Mt à remarqnM: , que lea vites- 
ses V, V, &c. représentent seulement les vitesses 
réelles des points d'application des forces F , F" 
estimées dans le sens de ces forces ; mais si Ton 
veut avoir égard à la véritable direction de ces 
forces , ce sera alors la quantité 

/(FVrf/ cos-fV + F'V'd(cos.F^V' + &c.) 
. qui sera égale à l'effet proposé. 

a66. Les machines sont donc très-utiles , non 
en augmentant l'effet dont les puissances sont 
naturellement capables , mais en modifiant cet 
effet. On ne parviendra jamais par elles, il est 
vrai, à diminuer la dépense ou consommation 
du momentum d'activité nécessaire pour pro- 
duire un effet proposé ; mais elles pourront aidei; 
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à faire de cette quantité une répartition iKiOTe-^ 
nable à l'objet qu'on a en-Tue : c'est par leur se- 
cours qu'on réussira , sinon à déterminer le mou-. 
renient absolu de chaque partie du système, du. 
moinà à établir entre ces différens mouvemena 
particuliers les rapports qui conviendront la. 
mieux : c'est par elles enfin qu'on donnera aux 
forces mouvantes les situations et directions les 
plus commodes, les moins fatigantes, les plus 
propre à employer leurs faoultés de la manière 
la plus avantageusoi 

267. La plupart des machines sont mae4 paf 
des agens qui ne peuvent exercer que- des forces 
mortes ou de pression : tels sont les animaux , les 
ressorts , les poids , &e. ce qui fait que la macbind 
change ordinairement d'état par degrés insensi- 
bles : il arrive qiéme le plus souvent , qve cette 
machine passe bien vite à l'uniformité de mou* 
vement; en voici la raison 1 

Les agens qui font mouvoir cette macliine , &0 
trouvant d'abord un peu au-dessus des fQrces ré* 
ustantes , font naître un petit mouvement qui 
s-'accélère ensuite peu à peu^ mais soît que^par 
une suite nécessaire de cette accélération , la force 
sollicitante diminue, soit que la résistance aug-r 
mente-, soit enfin qu'il survienne quelque varia-r 
tion dans les. directions , il arrive presque tou<« 
jours que te rapport des deux forces s'approâha 
iS 
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<le plas en plus de celui en Terto duquel elles 
poniToient se faire mutuellement équilibre : alon 
ces deux forces se détruisent , et la machine ne se 
meut plus qu'en Tertu du mouvement acquis j 
lequel, à cause de l'inertie de la matière, reste 
ordinairement uniforme. 

s68. Pour comprendre encore mieux com-> 
ment cela doit arrirer, il n'y a qu'à faire atten- 
tion au mouvement que prend un navire qui ft 
le vent en poupe ; c'est une espèce de machine 
animée par deux forces contraires qui sont l'im- 
pulston du vent et la résistance du fluide sur 
lequel il vogue : si la première de ces deux for- 
ces, qu'on peut regarder comme sollicitante, est 
la plus grande , le mouvement du navire s'accélé* 
rera ; mais cette accélération a nécessairement 
des bornes, par deux raisons; car, plus le mou- 
Tement du navire s'accélère , i". plus il est sou»- 
trait à l'impulsion du veut ; 3**. plus au contraire 
la résistance de l'eau augmente : par conséquent , 
ces deok forces tendent & l'égalité : lorsqu'elles y_ 
seront parvenues, elles se détruiront mutuelle- 
ment ; et partant , le navire sera mu comme un 
Corps libre , c'est-à-dire que sa Vttesae sera cons- 
tante. Si le vent venoit à baisser , tA résistance de 
l'ean eorpasso-oit la force sollicitante ; le mou- 
vement du navire se ralentiroit : mais par une 
suite nécessaire de ce ralentissement, le rent agî- 
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toit pins efficacement sur lés voileâ , et la fésis' 
tance de l'eau djminneroit en même temps : ce» 
deux forces tendroient donc encore à l'égalité , et 
la machine arriveroit de même à l'uniformité de 
mouTement. 

La même chose arrive lorsque les forces moa- 
Tantes sont des hommes , des animaux ou autres 
agens de cette nature : dans les premiers înstans. , 
le moteur est un peu au-dessus de la résistance ; 
de- là naît un petit mouvement qui s'accélère peu 
-À peu > par les coups répétés de la force mon-' 
Tante ) mais l'agent lui-même est obligé de furen*' 
dre un mouvement acoéléré, afin de rester atta* 
ehé au corpS' auquel il imprime le ntonvement. 
Cette accéléTation qu'il' ié procure à lui-même , 
consomme une partie de^son Effort ; de sorte qu'il 
#g)t moins eiËoacsment wtr l4:0iac|lÂne.t et que le 
nouvemetit de celle-ci s'-aocélérant de moitis en 
tnoîn*) fiait- par devesirbitetAt iuiiforme..P'ar 
«x^mplciV'^'o homme 'qtri ponrroit fiure tin cer- 
tain fiSùit :Atàaa le cas d'équilibre , an feroit un 
beaucoup moindre, si leoorps auquel il est aj^li- 
^éluï:«èd&, et qu'il seit'oUigéde lé suivre pour 
«gir sœr lui : ce n'est pas ^ue le travail absolu de 
«et homitie «oit moindre ; tstiis c'est que son 
^titHtestpE^Ftï^'en deux , dont'l'un est employé 
ft'meftre te nlttàse même de l'hùmme en mouve- 
taebt, 'M l'antre transmis à la machine. Or c'est 
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de ce dernier seul q|ie l'effet se manifeste dans 

l'objet qa'oa s'est proposé. 

Je continuerai cependant de considérer les ma- 
chines sous un point de rpe plus général : ainsi 
je placerai plusieurs réflexions applicables au 
mourement varié; je supposerai seulement que 
cette variation se fait par degrés insensibles, et 
je prouverai que cela doit être en effet , lorsqu'on 
veut les employer de la manière la plus avanta- 
geuse possible. 

269. La quantité PH que nous avons consi- 
dérée ci-dessus comme l'effet à produire ^ est ce 
.que nous- avons appelé une force vive, latente^ 
Car si l'on nommeM la masse du poids, Pj: et. V) 
la vitesse due à la haut&uf H I on aura 
PH=|MV'. 

Il en est de même do tout autre effet prodoit 
par les forces mouvantes appliquées' à une ma^^ 
chine ; on peut toujours comparer dêt effet à ■ un 
poids i élever à' une certaine hauteur,' et par 
conséquent à une force vive , soit' rédle > soit 
latente. Ainsi, per-ex6mple, fermer' un ressort 
d'une quantité donnée , comprimer une massa 
d'air donnée au point, de la r^tiiiië À occuper 
<telle ou telle capacité donnée i q^duiEe-en farine 
une certaine, quantité de blé ^ traîne^ uif: chariot 
d'une charge donnée et d'un, lieu .donné à un 
autre , sur un chemin dpnt l'^spénité est donnée i 
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Isîre une excavation d'une étendue donn&, en 
jetant les terres dans un lieu donné ; faire un vide 
donné dans l'eau à une profondeur donnée ; faire 
naître dans un corps ou système de corps un 
certain mouvement donné , &c. sont autant d'ef- 
fets qu'on peut évalneren forces vives. Or c'est 
par les effets de ce genre ^n'on juge de ce qu» 
peuvent les force» raouvantfes , telles que îes 
hommes, les animaux, les courans d'eau, l'im- 
pulsion du vent ; et voîlà poui-qûoî plusieurs 
savansentpenséjd'^BprèsLeibnitZjquelftfcrcedea 
corps en mouvement devoit être évaluée autre- 
ment que celle des corps en repos. Ils ont penser 
que la force cfe ceux-cî étoît simplement le pro- 
duit de leur masse par leur tendance an meuve- 
ment, tandis que celle des autres devoits'évàluer 
par le produit de leur masse et du eairé de hwrs' 
YÎtesses. H est évident , comme nous l'avons déjà 
ftbaervê, que tout cela est arbitraire-, et qu'on 
arrivera toujours aux mêmes résultats, pourv»- 
qu'on ratsoilne toujours conformément aux défi~ 
BÎtions q/'oit se sera feites. 

S70. Mais quelles qu& soient les dénemtna- 
1âonsqa'9Q aura adoptées-, lacop^dératioci de œ 
que l'on appelle forces vives sera toujosrs trèa— 
importante dans la théorie des machines en movr- 
vement , puisque c'est «lie qui doit servir a ap- 
précier le travail des hommes et des' ammanx-f' 
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ainsi que des autres agens qu'on peut leur oom'> 
parer. 

Un animal est assujéti comme les corps inani- 
més à la loi (l'inertie j c'est-à-dire , que le système 
général des parties qui le composent , ne peut sa 
donner par lui-même aucun mouvement pro- 
gressif dans quelque sens que ce soit ; de manière 
que si l'on plaçoit un cheval y par exemple , sur 
un plan horizontal parfaitement tmi, il lui seroit. 
in^possible d'imprimer le,)noindrB ujiouTement à 
son centre de gravité dans quelque sens horizon- 
tal que ce fût j cependant il a la faculté d'avan- 
cer chacun de ses membres eu particulier vers le 
côté qu'il veut, et c'est ce qui le distingue des 
corps inanimés ; mais en même temps qu'il avanr 
cera un pied d'un c6té , une autre partie 'de son 
corps reculera d'autant; parce que dans le sys- 
tème entier de cet animal, le principe de l'éga- 
lité entre l'action et la réaction a lieu commei. 
dans la matière inerte : tellement que ce n'est quo 
par le frottement de ses pieds contre le sol sur 
lequel il se trouve, qu'il peut seporter en avant, 
et en imprimant à la terre elle-même sur laquelle 
il marche une quantité de mouvement égale et 
coDtraive à celle qu'il prend, maiB-inappréciahle 
pour nova. 

27^. Il paroit donc q^'on peut considérer, 
^uant «u physique 1 Vanimal comme un assem- 
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blage de corpuscules séparés par des ressorts plu$ 
ou moins comprimés , qui par-là recèle une cer- 
taine quantité de forces vives , et que ces res' 
sort» , en se dilatant convertissent cette force vive 
latente en force vive réelle. La plus ou moins 
grande quantité de forces vires latentes, dans un 
animal , est , à proprement parler , ce qu'on 
entend par son degré de force , lorsqu'on dit que 
tel on tel animal est pins fort que tel ou tel autre, 
et peut produire un effet double, triple , qua- 
^uple, &c. 

Mais chacun de ces ressort» étant également 
pressé pfir ses deux extrémités , à cause de l'éga- 
lité entre l'action et la réaction , ne peut produire 
aucun mouvement processif , ni par conséquent 
déplacer le centre de gravité du système généraL 

Lorsqu'un pareil agent imprime à sa propre 
tOBMe un mouvement quelconque, quoique la 
quantité de mouvement qui en résulte dans un 
«ens quelconque soit o, la forc« vive ne l'est pas, 
et si cet agent est appliqué à une machine , sa 
force vive acquise se transmettra sans déperdition 
AUX forces résistantes par l'entremise de cett» 
machine ;~carcequ'eIleconsoœmeraBera absorbé 
en entier par ces forces résistantes , et sera préci- 
sément ce que nous appelons l'effet produit. 

St^^- Céia suppose cependant qu'il n'arrive 
aucun choc ou changement brusque entre lea 
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parties de la machine ou les masses qui lai sont 
appliquées , ou que le mouvement change par 
degrés insensibles, autrement (178) il y auroit 
une déperdition de force vive d'aatant plus 
grande , que l'intensité du choc seroit plus grande 
elle-même ) d'où suit évidemment , que pour 
obtenir des machines le plus grand effet possible, 
il est très- important qu'elles soient construites 
de manière à ce que te mouvement ne change 
)amais que par degrés insensibles. H faut seule* 
ment en excepter celles qui par leur nature iaéms 
sont sujettesà éprouver différentes percussions, 
comme sont la plupart des moulins. Mais dans ce 
eas-là même, il est évident qu'on doit éviter tout 
changement subit qui ne seroit pas. essentiel â la 
constitution de la machine, 

S73. On peut conclure delà , par exemple, 

que le moyen de faire produire le plus grand effet 
possible à une machine hydraulique, mue par un 
courant d'eau, n'est pas d'y adapter une rous 
dont les ailes reçoivent le choo du âuide. En effet , 
deux raisons empêchent qu'on ne produise ainsi 
le plus grand effet : la première est celle que nous 
venons de dire , savoir , qu'il est essentiel d'évi-r 
ter toute percussion quelconque; la seconde est, 
qu'aprèslechocdu fluide, il a encore une vitesse 
qui lui reste en pure perte, puisqu'on pourroit 
.employer ce reste à prodiiire encore un nouvei 
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effet qui s'ajoateroit au premier. Pour faire la 
machine liydraulique la plus parfaite , c'est-à- 
dire capable de produire leplus grand effet possi- 
ble , le vrai noeud de la difficulté con"si8teroit 
donc, i". à faire en sorte qu6 le fluide perdît abso- 
lument tout son mouvement par son action sur 
la machine , ou que du moins il ne lui en restât 
précisément que la quantité nécessaire pour s' é- 
«happer après son action j 2". à ce qu'il perdît tout 
ce mouvement par degrés insensibles , et sans 
qu'il y eût aucune percussion, ni de la part du 
fluide , ni de la part des parties solides entr'elleâ : 
peu importeroit d'ailleurs quelle fût la forme de 
la machine, car une machine hydraulique qui 
remplira ces deux conditions, produira toujours 
le plus grand effet possible ; mais ce problême 
est très-difEcile à résoudre en général, pour ne 
pas dire impossible ; peut-être même que dans 
l*état physique des choses, et eu égard à la sim- 
plicité, il n'y a rien de mieux qile les rouesmues 
par le choc ; et dans ce cas , comme il est impos- 
sible de remplir à-la-fois les deux conditions 
désirables , que plus on voudra faire perdre au 
fluide de son mouvement pour approcher de la 
première condition , plus le choc sera fort j que 
plus au contraire on voudra modérer le choc pour 
approcher de la seconde, moins le fluide perdra 
de son mouvement : on sent qu'il y a un milieu à 
prendre, au moyen duquel on déterminera. 
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sinon d'une manière absolue » au moins eu égard 
à la nature de la machine , celle qui sera capable 
du plue grand effet. 

374. Ceci nous conduit natnrellementÂ cette 
question importante. Quelle est la meilleure ma- 
nière d'employer des puissances données et dont 
l'effet naturel est connu, en les appliquant aux 
machines en mouvement? c'est-à-dire , quel est 
le moyen de leur faire produire le plus grand 
effet possible ? 

La solution de ce problême dépend de circons- 
tances particulières , mais on peut faire sur cela 
des observations générales et applicables à tous 
les cas. Yoici réelles qui psroissent les plus essen- 
tielles. 

L'effet produit est une force rive réelle ou 
latente toujours comparable au produit PH d'ua 
poids P par une hauteur H ; nommons g cet effet. 
D'un autre côté-, pour produire cet effets il faut 
absolument que les forces mouvantes consom- 
ment un moment d'activité Q , qui ne peut être 
moindre que ç ; ainsi premièrement , tout ce 
qu'on peut prétendre , c'est que Q ne soit pas 
plus grand que^ ,• c'est-à-dire, qu'il n'y ait rien 
de perdu dans le moment d'activité que doit con- 
sommer la force mouvante, ou qu'on ait juste- 
ment Q ^ f . 

Mais le moment Q d'activité consoBuné par ]■ 
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force F dans ua tempg T , en se mouvant avec la 
vitesse V , est , en supposant pour pins de simpli- 
cité , F et V constantes , ainsi que l'angle F v 

A 

qu elles comprennent ; F VT oos. F V (fiS) ; c'est 
donc cette quantité qui doit être un maximum. 

276. Cette quantité dépend de ses quatre fac- 

teurs F , V , T , F V ; or 1". quant à ce dernier 
facteur , c'est-à-dire^ à la direction de la force à 
l'égard de sa TÎtesse , il est évident que cette force 
et cette vitesse doivent toutes choses égales d'ail- 
leurs , être dirigées dans le même sens ; car ce fac* 
teur ne peut jamais être plus grand que le sinus 
total , c'est-à-dire , plus grand que lorsque F et 
Y se confondent. a^.Quant à ce qui regarde l'in- 
tensité delà force, sa vitesse et le temps pendant 
lequel elle s'exerce , on ne doit point détermi- 
ner ces choses d'une manière absolue , mais seu- 
lement on doit mettre entre elles les rapports que 
l'expérience aura fait connoître pour les plus 
avantageux. 

376. On a reconnu , par exemple , je le sup-. 
pose, qu'un homme attaché pendant huitheures 
par jour à une manivelle de i4 pouces de rayoa 
peut faire continuellement un effort de aâ livres 
en faisant mi tour en deux secondes ou à-peu- 
près trois pieds par seconde. Mais si l'on forçoit 
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cet homme à aller beaucoup plus rite, croyant 
par-là araDoer la besogne , on la retarderoit , 
parce qu'il ne seroit plus en état de faire un effort 
de 25 livres , on ne pourroit plus soutenir un tra- 
vail de huit heures par Jour. Si, au contraire, on 
exigeoit de lui un effort continu de plus de aS 
livres , la vitesse diminueroit dans un plus grand 
rapport , ou bien ce seroit encore la durée du tra- 
vail qui deviendrcât moindre , de manière que le 
moment d'activité total diminueroit. Ainsi , sui- 
vant l'expérience, pour que ce moment'soitun 
maximum j il faut proportionner la machine d« 
manière â conserver à lapuissance la vitesse d'en- 
viron 3 pieds par seconde et ne le faire travailler 
, qu'environ huit heures par jour. On sent Wen 
que chaque agent a, eu égard à sa nature ou cons- 
titution physique, un maximum analogue à celui 
dont on vient de parler, et- que ce maximum ne 
peut en général se trouver que par expérience. 

377. Daniel Bemouilli pense qu'on peut se 
donner à cet égard une assez grande latitude , et 
qu'on obtient toujours à-peu-près les mêmes 
résultais , soit qu'on exige~ de la part des moteurs 
dont nous venons de' parler , un grand effort 
aux dépens de la vitesse, ou nne grande YÎteseo 
aux dépens de l'intensité de la force ; et que de 
quelque manière qu'on les emploie , on obtiendra 
toujours d'un homme un effet équivalent à un 
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piëd'Cube d'eau élevé à un pied de lianteur par 
seconde , en supposant un travail habituel d'en- 
viron huit heures par jour j mais des expériences 
multipliées et faites avec grand soin , obt prouvé 
.qu'on ne peut adopter l'hypothèse de cet illustre 
géomètre, qu'avec bipn des modifications. Cou- 
lomb a fait sur cet objet des recherches infini-^ 
ment précieuses. Voyez particuliïo'ement dans 
le second volume des Mémoires de l'Institut , 
pour les sciences physiques et mathématiques , 
son mémoire intitulé : Résultai de plusieurs ex~ 
périences destinées à déter'miner la quantité 
faction çue les hommes peuvent fournir par 
leur travail journalier , suivant les différentes 
manières dont ils emploient leurs forces. - 

On trouve encore sur toute-cette matière des 
réBèxions très-importantes dans la Mécanique de 
-'Bbsfiut (i) et dans un Mémoire d'Euler intitulé,': 
Efe Machinis in géherè (3* yôl. des Commen- 
taires de l'Académie de Péte'rsbourg)'. 
' Le cit. Molard , "membre dû Conservatoire des 



(t) Cet ouvrage \ tiomme tous ceux âc ce grand Géo- 
lAètre \ et psrtiCitlUreinènl son Hydrodynamique , sont 
^i(tgBtièreiiUBatT«C<tan^ad&bleSpBr le sain qu'il a cons- 
tamment pria de^ diiig^ ses réchraelips Vers des objets 
d'utilité pratique. Dans la nouvelle édition de celui dont 
^s'agit ici , sa Mécanique , on trouve un Traité sur U 
poussée des ToAtet, èù^ce sujet inportant et difficile est 
dève}oppéav«caatant,de profondeur qdede.clacté.^ 
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Arts f a imaginé un moyen nouveau , très-ingé- 
nieux f d'appliquer la force des borames aux 
machines, en les faisant agir alternetiTement des 
pieds et des mains sur une espèce de grande ma- 
tÙTellequi va et vient. Le grand avantage de ce 
nouveau moy«n , est que les hommes y demeu- 
rent assis , ce qui les soulage beaucoup ^ et fait 
tourner au profit de la macbine la force qu'ils 
seroient obligés d'employer à se soutenir debout. 

278. iLorsqu'on sera ainsi parvenu à faire de 
Q un maximum , il restera .une autre condition 
non moins importante à remplir. ponr que les 
forces dant elle résulte produisent le plus graad 
éHet possible; c'est de faire en sorte que l'effet ^j 
^ui doit lui être égal , soit au contraire un mini- 
mum, c'est-à-dire^ de faire en sorte que dans œtte 
quantité ç , rien ne soit superflu ou étranger à 
l'effet utile qu'on veut obtenir. .C'est ce que 
Daniel Bernouilli .exprime par cette maxime 
importante que ,. dans tout ouvrage qu'on seprc 
pose , il faut commencer par examiner quel est 
l'effet essentiellement et nécessairem,ent attaché 
à cet ouvrage , effet qui soit inévUabh par l» 
nature même de l'ouvrage , *t- éviter ensuite ^ 
autant qu'il est possible , tout autre effet. 

379. Ainsi, par exemple, os principe exigt 
qu'on évite, ainsi qu'on l'a déjà dit ei-deiwus, 
toutohoo ou chaBg«ment binisque^uelconque, 
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qui ne seroît pas essentiel à la constitution même 
de la machine , puisque toutes les fois qu'il y a 
choc, il y a déperdition de forces vires , et par 
conséquent une partie da mouvement d'activité 
înatilement absorbée. 

s8o. Le même principe exige qu'on ne fasse 
naître aucun mouvement étranger à l'objet qu'on 
se propose. Si mon bot , par exemple, est d'élever 
à une hauteur donnée la plus grande quantité 
d'eau possible , soit avec une pompe ou autre- 
ment , je dois faire en sorte que l'eau , en arrî-« 
vant dans le réservoir supérieur, n'ait précisé- 
ment qu'autant de vitesse qu'il lui en faut pour 
•'y rendre , car toute celle qu'elle anroit au-delà , 
consommeroit inutilement Pefibrt de la puissance 
motrice. Il est clair en effet {45) , que dans oe cas ,' 
cette puissance auroit à consommer un moment 
d'activité inntile , et qui serait égal à la moitié de 
la -force vive avec laquelle l'eau seroit arrivée 
dans le réservoir. 

Il n'est pas moins évident que pour faire pro- 
duire aux Machines le plus gt'and effet possible y 
on doit éviter ou diminuer , du moins autant que 
faire «e peut , les forces passives , telles que Itf 
frottement , la roideur des cord^ , la résistance 
de l'air , lesquelles sont toujours , dans quelque 
sens que se meuve la Machine, au nombre des 
forces que j'ù nommées résistantes. 
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381. On peut conclure de ce que Dons venons 
de dire au sujet du frottement et autres forces 
passives , que le mouvement perpétuel est une 
chose absolument impossible , en n'employant , 
pour le produire , que des corps qui ne seroient 
sollicités par aucune force motrice , et même des 
corps pesBDS ; car ces forces passives , auxquelles 
on ne peut se soustraire ^ étant toujours résistant 
tes , il est évident que le mouvement doit se ra- 
lentir continuellement; et d'après ce que nous 
avons dit, on voit que si les corps nesontsollicités 
par aucune force motrice , la somme des forces 
vives sera réduite à rien , c'est-à-dire que la ma- 
chine sera réduite au repos, lorsque le moment 
d'activité , absorbé par le frottement depuis le 
commenceiqeot du mouvement , sera devenu égal 
à la demirsommedes forces vives initiales; et û 
les corps sont pesans , le mouvement finira , lors- 
que le moment d'activité absorbé par les frotte- 
mens , sera égal à la demi-somme des forces vives 
initiales , plus la moitié de la force vive qui au". 
roit lieu t si tous les points du système avoient 
une vitesse commune , égale à celle qui est due & 
la hauteur du point où étoit le centre de gravité 
dans le premier instant du mouvement , au-des^ 
sus du point le plus bas où il puisse descendre^ 

Il est aisé d'appliquer les mêmes raisonnemens 
au cas où il y a des ressorts , et en général , à ton» 
ceux où, abstraction faite du frottement , le» 
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forces soUicitontessont obligées, poarfairepasser 
la machine d'une position à une autre , de con- 
sommer un moment d'activité aussi grand que 
celui qui est Absorbé par les forces résistantes , 
lorsque la machine revient de cette dernière 
position à la première. 

Le mouvement finîroit bien plus vtte encore , 
s'il arrivoitquelque percussion, puisque lasomme 
des forces vives diminue toujours en pareil cas. 

- sSa. Il estdonc évident qu'on doit désespérer 
absolument de produire ce qu'on appelle un tnoa- 
vemept perpétuel , sUl est vrai que toutes les for- 
ces motrices qui existent dans }a nature ne soient 
autre chose que des attractions , et que cetteforcé 
ait pour propriété générale, comme il leparpît, 
d'être toujours la même à distances égales, entre 
des corps donnés, c'est-'à-,^re d'être une fonction 
qui ne varie que dans le cas où la distance de ee^ 
corps varie elle-même. 

âS5.~ Xfae observation générale qui ^é^^l^ de 
tout ce qui vient d'être dit, c'est que cette espèce 
de q^uantitç,3 UqueUe j'fti.dpnoéleBomdfi'ffio- 
'mânt li'actifiV, pue un tf ^grand ràile dansais 
théorie des^mi^chin^ en n^ouv^ment: car c'e^t 
en général çettç quantité qu'il f*ut éeonoraiasr 
le plus qu'ilôt possible, ppvur tirer d'un agmt 
tout l'çffçt dont il est capable. . 

«7 
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a84. S'agit-il d'élever un poids, de l'eau par 
«xemple ,à uDe hauteur donoée? vous en élève- 
rez d'autaot plus dans un temps donné , non que 
vous aurez exercé une plus grande quantité de 
force, mais que vous aurez consommé un plus 
^and moment d'activité. 

285. Qu'il soit question de faire tourner là 
meule d'un moulin, soit par le choc de l'eau, 
soit par le vent , eoit par la force des animaux , 
ce n'est pas à faire que le choc de l'eau , de l'air , 
ou l'efiôrt de l'animal soit le plus grand que vous 
devez vous attacher, mais à faire consommer à 
ces agens le plus graod moment d'activité pos^ 
sible. 

286. Veut-on faire.un vide quelconque dans 
l'air? de quelque manière qu'on s'y prenne, il 
faudra, pour y parvemr, CQnsomm,e^un moment 
d^activitéaam. graniJ que celui qui seroit néces- 
saire pour élever à trente-deux pieds de hauteur 
un volume d'^au. égal au vide q^u'on veçt occff 
sionher; 

- 287; Est-ce un vide dans uiie-masse d'eau 
-indéfinie comme la inér?il faudra consommer 
'pour cela le mèi&é' moment d'activité (^ne si la 
■ xaec était un Vidé , lé- Vide qu'on veut faire nii 
volume d'eau de mer',"6t qu'il fallût élever es 
volume à la hauteur du ùiveau delà mêi'.' 
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, ; s88. Est-ce âans un Vaae de figure donnée 
qu'il faut produire nn vide 7 On ne peot visible- 
, ment 7 parvenir , sans faire monter le centre de 
gravité de la masse totale du fluide d'une- quan* 
tité déterminée par la figure dn vase y il faudra 
donc coasomtner un moment {^activité égal à 
celui qui seroit nécessaire ponr élever tonte l'eau 
du vase d'une quantité égaJe à celle dont il faut 
que monte le centre de gravité du fluide. 

289* D&n» une madiine en repo», où il n^ s 
d'autre force à vaincre que l'inertie ctes corps , 
touIez-Tous y faire naître un mouvement quel- 
conque par degrés iDsensih\ea7l& moment d'actr- 
vite que Tons auresc à consommer 8«'a égal à la 
demi-somme des fbrceS' vives que vous j feres 
naître} et s'il est seulement question de changer 
Ib mouvement (ju'elle a déjà ; le marnent d'acti~ 
f'île à comommersera seulement la quantité dont 
cette demi-somme augmentera par le change- 
ment- 

'. 390^- Eftfin ^supposons qu'on art nn système 
quelconque de corps, que ces eorps s'attirent leiP- 
^a8 le»autreBT en raîstm d'une fonction quelcon- 
que de leur» distances'} supposai»- néme^ si Ton 
veut y ^ue cette loi ne soit pas ia même pour toutes 
bas partie» du système, c'est-à-dire, que cette 
attraction suive quelle loi on voudra ( pourvtï 
qn'entre deux corps dminés^ elle ne varie qu» 
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lorsqnela distance de ces corps varié elle-même), 
et qu'il soit question de faire passer le système' 
d'une position quelconque donnée à une autre ; 
cela posé, quelle que soit la route qu'on fera 
prendre à chacun des corps , pour remplir cet 
objet , qu'on mette tous ces corps en mouvement 
à la fois, ou les uns après les autres , qu'on les 
conduise d'une place à l'autre , par unmonvement 
rectiligne on curviligne, et varié d'une manière 
quelconque ( pourvu qu'il n'arrive aucnn choc 
ni Ichangement brusque ) ; qu'on emploie enfin 
quelles machines on voudra, même à ressort, 
pourvu quQ dans ce cas , on remette à la fin les 
ressorts au mèoie état de tension où on les a pris 
au premier instant ; le moment ^activité qu'au- 
ront à consommer , pour produire cet effet , les 
agens extérieurs employés à mouvoir ce système, 
sera toujours le même, en supposant que le sys- 
tème soit en repos au premier instant dii mouve- 
ment , et au dernier. 

2Q1. Et si outre cela, il s'agit de faire naître 
dans le système un mouvement quelconque, ou 
qu'il soit déjà en mouvement au premier instant, 
et qu'il s'agisse de modifier ou changer ce mou- 
vement , le moment d'activité qu'auront à con- 
sommer les agens extérieure, sera égal à celui 
qu'ilfaudroitconsommerjs'ils'agissoitseulemeot 
de chan;ger la position du système , sans lui im^ 
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primer de mouvement Xc'est-à-dire considéré 
comme en repos au premier instant et au der- 
nier) ; pins , la moitié de la quantité dont il fau- 
dra augmenter la somme des forces vives. 

393. Il importe donc fort peu, quant à la 
dépense ou momentum d'activité à consommer y 
que les forces employées soient grandes ou pe- 
tites,, qu'elles emploient telles ou telles machi- 
nes, qu'elles Agissent simultanément ou non j ce 
moment d'activité est toujours égal au produit 
d'une certaine force, par une vitesse et par un 
temps , ou la somme de plusieurs produits de 
. cette nature ; et cette somme doit être toujours 
la même , de quelque manière qu'on s'y prenne : 
les agens ne gagneront donc jamais rien d'un 
côté, qu'ils ne le perdent de l'autre. 

ag5. Pour conclusion ; qu'en général on ait 
■un système quelconque de corps animés , de for- 
ces motrices quelconques, etque plusieurs agens 
extérieurs, comme des hommes ou des animaux , 
soient employés à mouvoir ce système en diffé- 
rentes manières quelconques, soit par eux-mêmes, 
soit par des machines ; cela posé ; 

Quelque soit le changement occasionné dans 
le système , le moment d'activité , consommé 
pendant un temps quelconque par les puissan- 
ces extérieures j sera toujours égal à la moitié 
~ de la quantité dont la somme des forces viues 
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aura augmenté pendant ce temps , dans le syS' 
téme des corps auxquels elles sont appliquées : 
moins la moitié de la quantité dont aurait aug- 
menté cette même somme de forces vives, si 
chacun des corps s'étoit mu librement sur la 
courbe qu'il a décrite ^ en supposant qu'alors il 
eût éprouvé à chaque point de cette courbe, la 
même force motrice, que celle qu'il jr éprouve 
réellement : pourru , loujoure , qne le mouve- 
tnent cliange par degrés insensibles y et que si 
Ton emploie des machines. à ressorts, on laisse 
ces ressorts dans le même état de tension où on 
les a pris. 

F I N. 
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ERRATA. 

Page 6, ligne la^solica de,, et les idées ; lUei, et regar- 
der tes idêea. 
Page 37, ligae 4, an lieu de , et d'un temps ; Us. par aa 

Page S3, ligne 16, aaliea de, oa le mouvement ^ lit. oa 

. la quantité de monvemeul. 
Page 43 , ligne 5 de la fin , au lien de, opéré et ; lis. opéré 

estimée dans le sens d.e la première. 
Page 44) ligne i5, au lien de , géométrique ; lit. arbitraire. 
Idem, ligne 17, an lieu de , 'géométrique -, lis. arbitraire. 
Idem, ligne 18, après, même corps; lis. estimée dans le 

sens de cette quantité de mouvement perdue. 
Page 61, ligne 2, au lieu de, dësia première j/is. dans la 

première. 
Page 74 , ligne 9 de la fin ; efface% fig. 
Page i3i, ligne 9 de la fiu, après le mot monvement; 

ajoutez perdue. 
Page i5i , ligue 1 1 ; effaces iv. 

Page 154 1 ligne 7 de la fin, au lien de /.M; lit. fom.ti. 
Page 191, avant-dernièreligne, après gravité; à's. dusys- 

Ume. 



.;, Google 



.;, Google 



/Z- 




n,s,t,.,.d.:, Google 



Di Google 



/5» 



4 



>. 



^ 



n,s,t,..dDi. Google 



n,s,t,..dDi. Google 



n,s,t,..dDi. Google 



■v,Goo!;lc 



